Derivadas Parciais

Os gréficos das fungdes de duas
varidveis sdo superficies que podem
assumir uma variedade de formatos,
incluindo sela ou estrada montanhosa.
Nesta localizagdo no sudeste de Utah
(Arco de Phipps), vocé pode ver um
ponto que é um minimo em uma
direcdo, mas um méaximo em outra.
Essas superficies sdo discutidas na
Segdo 14.7.

Stan Wagon, Macalester College

Até aqui tratamos o célculo de fungdes de uma unica varidvel. No entanto, no mundo real,
quantidades fisicas frequentemente dependem de duas ou mais varidveis, de modo que,
neste capitulo, focalizaremos nossa ateng¢@o em fungdes de vérias variaveis e estenderemos
nossas ideias basicas do cdlculo diferencial para tais fungdes.
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m Funcoes de Varias Variaveis
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Dominio de f(x, y) =

Nesta secdo estudaremos as fungdes de duas ou mais varidveis sob quatro pontos de vista
diferentes:

= verbalmente (pela descri¢do em palavras)

= numericamente (por uma tabela de valores)

m algebricamente (por uma férmula explicita)

= visualmente (por um gréfico ou curvas de nivel)

I Funcoes de Duas Variaveis

A temperatura 7 em um ponto da superficie da Terra em dado instante de tempo depende da
longitude x e da latitude y do ponto. Podemos pensar em 7 como uma funcéo de duas varia-
veis x e y, ou como uma funcdo do par (x, y). Indicamos essa dependéncia funcional escre-
vendo T = f(x, y).

O volume V de um cilindro circular depende de seu raio r e de sua altura 4. De fato, sabe-
mos que V = 7r’h. Podemos dizer que V é uma funcdo de r e de h, e escrevemos
V(r, h) = @r’h.

Definicdo Uma funcio f de duas variaveis ¢ uma regra que associa a cada par orde-
nado de niimeros reais (x, y) de um conjunto D um unico valor real, denotado por
f(x, y). O conjunto D é o dominio de f e sua imagem é o conjunto de valores possi-
veis de f, ou seja, {f (x, y)|(x, y) € D}.

Frequentemente escrevemos z = f (x, y) para tornar explicitos os valores tomados por f
em um ponto genérico (x, y). As varidveis x e y sdo variaveis independentes ¢ z ¢ a varia-
vel dependente. [Compare com a notagdo y = f (x) para as fun¢des de uma tinica varidvel.]

Uma funcio de duas varidveis € simplesmente aquela cujo dominio é um subconjunto de
R? e cuja imagem é um subconjunto de R. Uma maneira de visualizar essa fungéo € pelo dia-
grama de setas (veja a Figura 1), no qual o dominio D € representado como um subconjun-
to do plano xy e a imagem € um conjunto de nimeros na reta real, mostrado como um eixo
z. Por exemplo, se f (x, y) representa a temperatura em um ponto (x, y) em uma placa de metal
chata com o formato de D, podemos pensar que o eixo z € um termdmetro exibindo as tem-
peraturas registradas.

Se a fung¢do f'é dada por uma férmula e seu dominio ndo € especificado, fica subtendido
que o dominio de f é o conjunto de todos os pares (x, y) para os quais a expressdo dada for-
nece um ndmero real bem definido.

[EGETINEN Para cada uma das seguintes fungdes, calcule £(3, 2) e encontre o dominio.

ity +1
@fF(x,y) = % () f(x,y) = xIn(y* — x)
SOLUCAD
@ foy =321 _ 6

3—-1 2
A expressdo para f estd bem definida se o denominador for diferente de 0 e o nimero cuja
raiz quadrada serd extraida for ndo negativo. Portanto, o dominio de f¢é
D={xylx+y+1=0x#1}

A desigualdade x + y + 1 = 0, ou y = —x — 1, descreve os pontos que estdo na linha

y = —x — 1 ou acima dela, enquanto x # 1 significa que os pontos na linha x = 1 devem ser
excluidos do dominio. (Veja a Figura 2.)
(b) f(3,2)=3In(2°-3)=3In1=0



Ja que In(y*> — x) é definido somente quando y*> —x > 0, isto é, x < y?, o dominio de
féD = {(x, y)l x <y*}. Isso representa o conjunto de pontos a esquerda da pardbola x = y2.
(Veja a Figura 3.) .

Nem todas as fungdes podem ser representadas por férmulas explicitas. A funcéo do pré-
ximo exemplo € descrita verbalmente e por estimativas numéricas de seus valores.

[EEITF Em regides com inverno severo, o indice de sensagdo térmica é frequentemente
utilizado para descrever a severidade aparente do frio. Esse indice W mede a temperatura
subjetiva que depende da temperatura real T e da velocidade do vento, v. Assim, W é uma fun-
¢do de T e de v, e podemos escrever W = f (T, v). A Tabela 1 apresenta valores de W com-
pilados pelo Servico Nacional de Meteorologia dos Estados Unidos e pelo Servigo
Meteorolégico do Canada.

TABELA 1 Indice de sensagdo térmica como fungdo da temperatura do ar e velocidade do vento

Velocidade do vento (km/h)

v 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80

5 4 3 2 1 1 o -1|{ -1} -2 -2 -3

0oy -2y -3 -4 -5\ =6, =6| -7| =8| -9 -9 |-10
=5 7| -9 |—-11|—-12|—-12 | —-13 | —-14 | —-15| —-16 | —16 | —17
—10| —-13 | —-15| —-17 | -18 | =19 | —20 | =21 | =22 | =23 | —23 | —24
—15| —19| —21 | =23 | =24 | =25 | =26 | =27 | =29 | =30 | —30 | —31
—20| —24 | -27 | -29 | 30| —32| =33 | =34 | -=35 | =36 | —37 | —38
—25| =30 | =33 | =35 | =37 | =38 | =39 | —41 | —42 | —43 | —44 | —45
—30| —36 | =39 | —41 | —43 | —44 | —46 | —48 | =49 | =50 | —51 | —52
—35| —41 | —45 | —48 | —49 | —51 | =52 | =54 | =56 | =57 | —58 | =60
—40 | —47 | =51 | =54 | =56 | =57 | =59 | =61 | =63 | —64 | —65 | —67

Temperatura real (°C)

Por exemplo, a tabela mostra que, se a temperatura ¢ —5 °C e a velocidade do vento,

50 km/h, entdo subjetivamente parecera tdo frio quanto uma temperatura de cerca de —15 °C
sem vento. Portanto,

f(=5,50) = —15 [ |

[EEINE] Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo no qual modela-
ram o crescimento da economia norte-americana durante o periodo de 1899-1922. Eles con-
sideraram uma visdo simplificada da economia em que a saida da produgédo € determinada
pela quantidade de trabalho envolvido e pela quantidade de capital investido. Apesar de exis-
tirem muitos outros fatores afetando o desempenho da economia, 0 modelo mostrou-se bas-
tante preciso. A funcdo utilizada para modelar a producio era da forma

[1] P(L,K) = bL°K'~®

onde P € a produgio total (valor monetdrio dos bens produzidos no ano); L, a quantidade de
trabalho (nimero total de pessoas-hora trabalhadas em um ano); e K, a quantidade de capi-
tal investido (valor monetdrio das méaquinas, equipamentos e prédios). Na Sec¢do 14.3, mos-
traremos como obter a Equagao 1 a partir de algumas hipdteses econdmicas.

Cobb e Douglas usaram dados econdmicos publicados pelo governo para construir a Tabe-
la 2. Eles tomaram o ano de 1899 como base e P, L e K foram tomados valendo 100 nesse
ano. Os valores para outros anos foram expressos como porcentagens dos valores de 1899.

Cobb e Douglas utilizaram o método dos minimos quadrados para ajustar os dados da
Tabela 2 a fungio

2] P(L, K) = 1,01L075K*2
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FIGURA 3
Dominio de f(x, y) = xIn(y* — x)

0 Novo indice de Sensagao Térmica

Um novo indice de sensag@o térmica foi introduzido
em novembro de 2001 e é muito mais preciso que o
velho indice de medigdo de quanto frio se sente
quando esta ventando. O novo indice é baseado em
um modelo de qudo rapido um rosto humano perde
calor. Foi desenvolvido por meio de ensaios clinicos
nos quais voluntérios eram expostos a uma varie-
dade de temperaturas e velocidade do vento em
um tdnel de vento refrigerado.

TABELA 2

Ano P L K

1899 | 100 | 100 100
1900 | 101 | 105 107
1901 | 112 | 110 114
1902 | 122 | 117 122
1903 | 124 | 122 131
1904 | 122 | 121 138
1905 | 143 | 125 149
1906 | 152 | 134 163
1907 | 151 | 140 176
1908 | 126 | 123 185
1909 | 155 | 143 198
1910 | 159 | 147 208
1911 | 153 | 148 216
1912 | 177 | 155 226
1913 | 184 | 156 236
1914 | 169 | 152 244
1915 | 189 | 156 266
1916 | 225 | 183 298
1917 | 227 | 198 335
1918 | 223 | 201 366
1919 | 218 | 196 387
1920 | 231 194 | 407
1921 179 | 146 | 417
1922 | 240 | 161 431
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(Veja o Exercicio 79 para detalhes.)
Se usarmos o modelo dado pela fung¢do na Equagéo 2 para calcular a producdo nos anos
de 1910 e 1920, obteremos os valores

P(147,208) = 1,01(147)°73(208)** = 161,9
P(194, 407) = 1,01(194)°73(407)*» =~ 235,8

que sdo muito préximos dos valores reais, 159 e 231.

A fun¢do de producdo [1] foi usada posteriormente em muitos contextos, de empresas
individuais até questdes globais de economia. Ela passou a ser conhecida como funcao de
producio de Cobb-Douglas. Seu dominio é {(L, K)| L = 0, K = 0}, pois, como L ¢ K repre-
sentam mao de obra e capital, ndo podem ser negativos. |

[EEINN] Determine o dominio e a imagem de g(x, y) = +/9 — x2 — y2.

SOLUCADO O dominio de g é
4yi=9 D={(,y)[9—x*=y*= 0 ={(x,y) [ x>+ y* <9}

que € o disco com centro (0, 0) e raio 3 (veja a Figura 4). A imagem de g é

-3 3 x {Z|Z=v9—x2—y2,(x,y)€D}

Como z € a raiz quadrada positiva, z = 0. Da mesma forma, por causa de 9 — x> — y*< 9,

temos
VO —x2—y2 =<3
FIGURA 4 Assim, a imagem ¢é
Dominio de g(x, y) = =9 -y’
{z]0 =z=3}=1[0,3] [ |
I (53 5 7) I Graficos
£ // Y Outra forma de visualizar o comportamento de uma fung@o de duas varidveis é considerar

seu gréfico.

Definicdo Se f¢é uma funcédo de duas varidveis com dominio D, entdo o grafico de f¢é
o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em R? tal que z = f(x, y) e (x, y) pertenga a D.

Assim como o gréfico de uma fungéo f de uma tnica varidvel € uma curva C com equa-
¢do y = f(x), o grafico de uma funcéo f com duas varidveis ¢ uma superficie S com equagdo
FIGURA & z = f(x, y). Podemos visualizar o grifico S de f como estando diretamente acima ou abaixo
de seu dominio D no plano xy (veja a Figura 5).

[EGETENE Esboce o grifico da fungdo f(x, y) = 6 — 3x — 2y.

SOLUCAOD O gréfico de ftem a equagdo z = 6 — 3x — 2y, ou 3x + 2y + z = 6, que representa
um plano. Para desenharmos o plano, primeiro achamos as intersec¢des com os eixos. Colo-
cando y = z = 0 na equag@o, obtemos x = 2 como a intersec¢io com o eixo x. Da mesma
forma, a intersec¢do com y € 3 e a intersec¢do com z € 6. Isso nos permite esbogar a por¢ao
do grafico pertencente ao primeiro octante na Figura 6. ||

A funcdo do Exemplo 5 é um caso especial da funcio

X

fx,y)=ax+by+c
FIGURA 6 ~ 1 ; =
e ¢ chamada funcéo linear. O grifico de uma dessas fungdes tem a equacgdo
z=ax+ by +c ou ax+by—z+c=0

e, portanto, ¢ um plano. Do mesmo modo que as fungdes lineares de uma tnica variavel sdo
importantes no cdlculo de uma varidvel, veremos que as fungdes lineares de duas varidveis
tém um papel central no cdlculo com muitas varidveis.

IEEENN Esboce o grifico de g(x, y) = /9 — x2 — y2.



SOLUCAD O gréfico tem a equagdo z = /9 — x2 — y2. Elevando ao quadrado ambos os
lados da equacdo, obtemos 72 = 9 — x* — y% ou x> + y* + 2= 9, que reconhecemos como a
equacio da esfera de centro na origem e raio 3. Mas, como z = 0, o grafico de g é somente
a metade superior da esfera (veja a Figura 7). .

OBSERVACAO Uma esfera inteira ndo pode ser representada por uma dnica fungdo de x
e y. Como vimos no Exemplo 6, o hemisfério superior da esfera x> + y* + z2 = 9 é repre-
sentado pela fun¢do g(x, y) = /9 — x2 — y2. O hemisfério inferior € representado pela fun-
¢do h(x,y) = —v/9 — x* — y%.

[EE[INFA Utilize o computador para tragar o grafico da fungio de produgio de Cobb-Dou-
glas P(L, K) = 1,01L%7K*>,

SOLUCAD A Figura 8 mostra o gréfico de P para os valores de mdo de obra L e capital K que
estdo entre 0 e 300. O computador utilizou os cortes verticais para desenhar a superficie.
Vemos a partir desses cortes que o valor da producido P aumenta com o crescimento de L ou
de K, como esperado.

FIGURA 8

S{EFNE Determine o dominio e a imagem e esboce o gréfico de A(x, y) = 4x> + y2.

SOLUCAD Observe que h(x, y) € definida para todos os possiveis pares ordenados de nimeros
reais (x, y) e seu dominio é R?, o plano xy todo. A imagem de 4 é o conjunto [0, ) de todos
os reais néio negativos. [Observe que x> = 0 e y* = 0, portanto A(x, y) = 0 para todo x e y.]

O gréfico de h tem a equagdo z = 4x* + y?, que € o paraboloide eliptico que esbogamos
no Exemplo 4 na Secdo 12.6. Os cortes horizontais sdo elipses e os cortes verticas sdo para-
bolas (veja a Figura 9).

FIGURA 9 —
Grifico de h(x, y) = 4x> + y? Y

Existem programas de computador desenvolvidos para tragar os grificos de funcdes de
duas varidveis. Na maioria desses programas, sdo desenhados os cortes nos planos verticais
x = key = k para os valores de k igualmente espagados, e as linhas do grafico que estariam
escondidas sdo removidas.

A Figura 10 mostra uma série de grificos de diversas fungdes, gerados por computador.
Observe que obtemos uma visao melhor da funcdo quando a giramos de modo a olhi-la por
diferentes pontos de vista. Nos itens (a) e (b) o grifico de f € achatado e préximo do plano xy,
exceto perto da origem; isso se dd porque ¢ *""*’é muito pequeno quando x ou y é grande.
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FIGURA 7

Grifico de g(x,y) =9 — x> —y?
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I Curvas de Nivel

Até aqui vimos dois métodos diferentes para visualizar fun¢ées: diagramas de flechas e grafi-
cos. Um terceiro método, emprestado dos cartdgrafos, € um mapa de contorno, em que os pon-
tos com elevagdes constantes sdo ligados para formar curvas de contorno ou curvas de nivel.

Definicio As curvas de nivel de uma fun¢io f de duas varidveis sdo aquelas com
equagdo f (x, y) = k, onde k é uma constante (na imagem de f).

FIGURA 11 FIGURA 12



Uma curva de nivel f (x, y) = k é o conjunto de todos os pontos do dominio de f nos quais
o valor de f é k. Em outras palavras, ela mostra onde o gréfico de f tem altura k.

Vocé pode ver na Figura 11 a relag@o entre as curvas de nivel e os cortes horizontais. As
curvas de nivel f (x, y) = k s@o apenas cortes do grifico de f no plano horizontal z = k pro-
jetados sobre o plano xy. Assim, se vocé tragar as curvas de nivel da fungdo e visualiza-las
elevadas para a superficie na altura indicada, poderd imaginar o grafico da funcéo colocan-
do as duas informagoes juntas. A superficie serd mais inclinada onde as curvas de nivel esti-
verem mais proximas umas das outras. Ela serd um pouco mais achatada onde as curvas de
nivel estdo distantes umas das outras.

Um exemplo comum de curvas de nivel ocorre em mapas topograficos de regides monta-
nhosas, como o mapa da Figura 12. As curvas de nivel sdo aquelas em que a elevacdo em rela-
¢do ao nivel do mar é constante. Se vocé andar sobre um desses contornos, nem descerd nem
subird. Outro exemplo comum ¢ a funcio temperatura apresentada no paragrafo inicial desta
se¢do. Aqui as curvas de nivel sdo chamadas curvas isotérmicas e ligam localidades que tém
a mesma temperatura. A Figura 13 mostra um mapa de clima indicando as temperaturas
médias do més de janeiro. Isotérmicas sdo as curvas que separam as bandas destacadas.

Um mapa de contorno para uma fungio f é mostrado na Figura 14. Use-o para
estimar os valores de f'(1, 3) e f (4, 5).

SOLUCAD O ponto (1, 3) estd na parte entre as curvas de nivel cujos valores de z sdo 70 e 80.
Estimamos que

f(1,3)=73
Da mesma forma, estimamos que f4,5) =56 [ |
Esboce as curvas de nivel da fungdo f (x, y) = 6 — 3x — 2y para os valores
k= —6,0,6,12.
SOLUCAD As curvas de nivel sdo
6—3x—2y=k ou 3x+2y+k—6)=0

Essa € uma familia de retas com inclinacido — % As quatro curvas de nivel particulares pedi-
dascomk = —6,0,6e 12sd303x + 2y — 12 =0,3x + 2y —6 =0,3x + 2y =0e
3x + 2y + 6 = 0. Elas estdo esbocadas na Figura 15. As curvas de nivel sdo retas paralelas,
igualmente espagadas, porque o grafico de f € um plano (veja a Figura 6).

(320Kl Esboce as curvas de nivel da fun¢ao

glx,y) = /9 — x2 — y2 para k=0,1,2,3
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Visual 14.1 A apresenta uma
animagao da Figura 11 ao mostrar as curvas
de nivel sendo elevadas para os graficos
das func@es.

FIGURA 13
Temperaturas médias ao nivel do mar
no més de janeiro, em graus Celsius

TARBUCK, EDWARD J.; TASA, DENNIS, ATMOSPHERE, THE:
AN INTRODUCTION TO METEOROLOGY , 1. ed.
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FIGURA 15
Mapa de contorno de
Jlx,y)=6—3x—2y L
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FIGURA 16
Mapa de contorno de

g ) =v9 —x?—y?

Visual 14.1B demonstra a conexao
entre as superficies e seus mapas de con-
torno.

FIGURA 17

O grifico de h(x, y) = 4x* + y* + 1
é formado levantando-se

as curvas de nivel.

300 T

200 T

100 +

FIGURA 18

SOLUCAO As curvas de nivel sdo

JF-F -y =k o

Essa é uma familia de circunferéncias concéntricas com centro em (0, 0) e raio /9 — k2. Os
casos k = 0, 1, 2, 3 s3o mostrados na Figura 16. Tente visualizar essas curvas de nivel ele-
vadas para formar uma superficie e compare com o grifico de g (um hemisfério) na Figura

7. (Veja a TEC Visual 14.1A.)
k=1
/ k=0
QJ (3,00 x

[SENINEF] Esboce algumas curvas de nivel da fungdo h(x, y) = 4x*> + y* + 1.

x>+ y?=9—k?

SOLUCAD As curvas de nivel sdo
xZ y2

1 + =1
k=1 k-1

4+ y+ 1=k ou

que, para k > 1, descrevem uma familia de elipses com semieixos 5v/k — 1 e vk — 1. A
Figura 17(a) mostra um mapa de contorno de # desenhado por um computador. A Figura
17(b) apresenta essas curvas de nivel elevadas para o grafico de 4 (um paraboloide eliptico),
onde elas se tornam os cortes horizontais. Vemos na Figura 17 como o grafico de # é mon-
tado a partir de suas curvas de nivel.

7/

y

(a) Mapa de contorno (b) Cortes horizontais sdo curvas de nivel elevadas .

[ZETINEE] Trace as curvas de nivel da fungfio de produgdo de Cobb-Douglas do Exemplo 3.

SOLUCAO Na Figura 18 usamos o computador para desenhar um mapa de contorno da fun-
¢do de producdo de Cobb-Douglas

P(L, K) = 1,01L075K35

As curvas de nivel s@o rotuladas com o valor da produg@o P. Por exemplo, a curva de nivel
indicada com 140 mostra todos os valores da mdo de obra L e do capital de investimento K
que resultam em uma produgdo de P = 140. Vemos que, para um valor fixo de P, L aumen-
ta e K decresce e vice-versa. .

Para alguns propdsitos, o mapa de contorno € mais ttil que um grafico. Certamente isto
¢ verdadeiro no Exemplo 13. (Compare a Figura 18 com a Figura 8.) Isso também ¢ verda-
deiro na estimativa dos valores da fun¢@o, como no Exemplo 9.



A Figura 19 apresenta algumas curvas de nivel geradas por computador juntamente com
os graficos correspondentes. Observe que as curvas de nivel na parte (c) da figura aparecem
muito amontoadas perto da origem. Isso corresponde ao fato de o grafico na parte (d) ser
muito ingreme perto da origem.

Y H‘ 1 “\‘
Al
N} \i H'"O
A

(a) Curvas de nivel de f(x, y) =—xye *
y
X
FIGURA 19 Curvas de nivel d e
(c) Curvas de nivel de f(x, y) = Pyt

I Funcdes de Trés ou Mais Variaveis

Uma funcdo com trés variaveis, f, ¢ uma regra que associa a cada tripla ordenada (x, y, z)
em um dominio D C R® um unico nimero real, denotado por f (x, y, z). Por exemplo, a tem-
peratura 7 em um ponto da superficie terrestre depende da latitude x e da longitude y do
ponto e do tempo ¢, de modo que podemos escrever T = f(x, y, ).

[EEI0ET] Encontre o dominio de fse
f(x,y,2) =1In(z —y) + xysenz

SOLUCAD A expressdo para f (x, y, z) € definida enquanto z —y > 0, assim, o dominio de f é
D= {(x,y,2) € Rz >y}
Esse é um semiespaco que consiste em todos pontos que estdo acima do plano z = y.

E muito dificil visualizar uma fungdo de f de trés varidveis por seu grafico, ja que ele esta-
ria em um espago de quatro dimensdes. No entanto, obtemos certo conhecimento de f'ao exa-
minar suas superficies de nivel, que sdo aquelas com equagdes f (x, y, z) = k, onde k é uma
constante. Se o ponto (x, y, z) move-se ao longo de uma superficie de nivel, o valor
f (x,y, ) permanece fixo.

[ET@ITEE Encontre as superficies de nivel da fungio.

fy,=x*+y"+2
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FIGURA 20

CALCULD

X2+y*+22=9

xX+y*+z2=4

X4+yr+2=1

SOLUCAO As superficies de nivel sdo x> + y? + 72 = k, onde k = 0. Elas formam uma fami-
lia de esferas concéntricas com raio k. (Veja a Figura 20.) Assim, enquanto (x, y, z) varia
sobre qualquer esfera com centro O, o valor de f (x, y, z) permanece fixo. |

Fungdes com qualquer nimero de varidveis podem ser consideradas. Uma funcio com
n varidveis ¢ uma regra que associa um nimero z = f (xj, X2, . . . , X,) @ uma n-upla
(x1, X2, . . ., x,) de nimeros reais. Denotamos por R" o conjunto de todas essas n-uplas. Por
exemplo, se uma companhia usa n ingredientes diferentes na fabrica¢do de um produto ali-
menticio, ¢; € o custo por unidade do i-ésimo ingrediente e x; unidades do ingrediente sdo
usadas; entdo o custo total C dos ingredientes € uma funcio das n varidveis xi, xa, . . . , X

3]

A fung@o de f € de valor real cujo dominio é um subconjunto de R". Por vezes, usamos
uma notacdo vetorial para escrever estas fungdes de maneira mais compacta: Se x = (x1, X2,
..., Xy, frequentemente escrevemos f (x) no lugar f(x;, X2, . . ., x,). Com essa notagio, pode-
mos reescrever a fungdo definida na Equag@o 3 como

fx)=c-x

onde ¢ = {c1, 2, . . ., ¢») € € - X denota o produto escalar dos vetores ¢ € x em V.

Em vista da correspondéncia de um-para-um entre os pontos (xi, xa, . . . , X,) em R" e seus
vetores posi¢do X = (xi, X2, . . . , X,) em V,, temos trés maneiras de ver uma fung@o f defini-
da em um subconjunto de R™

C:f (Xl,xz, e ,.Xy,) =cix; + cxp + - - e

1. Como uma fung@o de n varidveis reais xi, X2, . . . , X
2. Como uma fun¢@o de um tnico ponto n-dimensional (xi, X, . . . , X;)
3. Como uma fung¢io de um tnico vetor n-dimensional X = {xi, X2, . . . , X»)

Veremos que todos os trés pontos de vista sdo tteis.

m Exercicios

1.

a3

No Exemplo 2 consideramos a fun¢do W = f (T, v), onde W era
o indice de sensacdo térmica, T € a temperatura real, e v € a ve-
locidade do vento. A representacdo numérica foi fornecida pela
Tabela 1.

(a) Qual € o valor de f(—15, 40)? Qual € o seu significado?

(b) Descreva em palavras o significado da questdo “Para quais
valores de v € verdade que f(—20, v) = —30?”. Em seguida,
responda a questdo.

(c) Descreva o significado da questdo “Para quais valores de
T é verdade que f (T, 20) = —49?”. Em seguida, responda a
questao.

(d) Qual o significado da fungdo W = f (—5, v)? Descreva seu
comportamento.

(e) Qual o significado da funcdo W = f (T, 50)? Descreva seu
comportamento.

O indice I de temperatura-umidade (ou simplesmente humidex)
€ a temperatura aparente do ar quando a temperatura real é T e
a umidade relativa é h, de modo que podemos escrever
I = f (T, h). A tabela seguinte com valores de / foi extraida de
uma tabela do Environment Canada.

E necessdrio usar uma calculadora gréifica ou computador

TABELA 3

Temperatura aparente como func¢io da temperatura e da umidade

Umidade relativa(%)

h 20 30 40 50 60 70

20 20 20 20 21 22 23

25 25 25 26 28 30 32

30 30 31 34 36 38 41

Temperatura real (°C)

35 36 39 42 45 48 51

40 43 47 51 55 59 63

(a) Qual é o valor de f (35, 60)? Qual € o seu significado?

(b) Para que valor de i temos (30, k) = 36?

(c) Para que valor de T temos f (T, 40) = 42?

(d) Quais sdo os significados das fungdes I = f (20, h) e
1 = f (40, h)? Compare o comportamento dessas duas fun-
¢oes de h.

1. As Homeworks Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



Velocidade do vento (km/h)

Um fabricante modelou sua fun¢do P da produg@o anual (o valor
monetdrio de toda a producio em milhdes de ddlares) como uma
fun¢@o de Cobb-Douglas

P(L, K) = 1, 47L"5K"%

onde L é o nimero de horas trabalhadas (em milhares) e K € o
capital investido (em milhdes de délares). Encontre P(120, 20)
e interprete-o.

Verifique se, para a funcdo de producéo de Cobb-Douglas
P(L, K) = 1,01L%"K%%

discutida no Exemplo 3, a producao dobrard se as quantidades de
trabalho e a de capital investido forem dobradas. Determine se
isso também € verdade para uma funcdo de producdo genérica

P(L, K) = bL*K'

Um modelo para a drea da superficie de um corpo humano é
dado pela fung@o

S =f(w, h) = 0,1091 w2507

onde w € o peso (em libras), & € a altura (em polegadas) e S é
medida em pés quadrados.

(a) Encontre f (160, 70) e interprete-a.

(b) Qual é sua prépria drea de superficie?

O indicador de sensagdo térmica W discutido no Exemplo 2 foi
modelado pela seguinte fung@o:

W(T, v) = 13,12 + 0,6215T — 11,37v*'¢ + 0,3965Tv*!¢

Verifique qudo préximo este modelo estd dos valores da Tabela
1 para alguns valores de T'e v.

A altura h de ondas em mar aberto depende da velocidade do

vento v e do tempo ¢ durante o qual o vento se manteve naquela

intensidade. Os valores da fun¢do i = f (v, t), dados em metros,

s@o apresentados na Tabela 4.

(a) Qual € o valor de (80, 15)? Qual é o seu significado?

(b) Qual o significado da fun¢@o & = f (60, #)? Descreva seu
comportamento.

(c) Qual o significado da fun¢do & = f (v, 30)? Descreva seu
comportamento.

Duragdo (horas)

" 4 5 10 15 20 30 40 50
20 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6 0,6
30 1,2 1,3 1,5 L5 15 1,6 1,6
40 1,5 2,2 2,4 2,5 2,7 2,8 2,8
60 2,8 4,0 4,9 5,2 55 5,8 59
80 43 6,4 7,7 8,6 9,5 | 10,1 | 10,2
100 5,8 89 | 11,0 | 12,2 | 13,8 | 14,7 | 153
120 74 | 11,3 | 144 | 16,6 | 19,0 | 20,5 | 21,1

Uma empresa fabrica caixas de papeldo de trés tamanhos: pe-
quena, média e grande. O custo é de $ 2,50 para fabricar uma

10.

1.
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caixa pequena, $ 4,00 para uma caixa média e $ 4,50 para uma

caixa grande. Os custos fixos sdo de $ 8.000.

(a) Expresse o custo da fabricac@o de x caixas pequenas, y cai-
xas médias e z caixas grandes como uma fun¢éo de trés va-
ridveis: C = f(x, y, 2).

(b) Encontre (3 000, 5 000, 4 000) e interprete-a.

(c) Qual o dominio de f?

Seja g (x, y) = cos (x + 2y).
(a) Calcule g(2, —1).

(b) Determine o dominio de g.
(c) Determine a imagem de g.

Seja F(x,y) = 1 + /4 — y~

(a) Calcule F (3,1).

(b) Determine e esboce o dominio de F.
(c) Determine a imagem de F.

Sejafir, y,2) = VX +y + vz + In@d = — y* = ).
(a) Calcule f(1, 1, 1).
(b) Determine o dominio de f.

Sejagle,y.2) =2y 210 —x —y — 2.
(a) Calcule ¢(1, 2, 3).
(b) Determine o dominio de g.

13-22 Determine e esboce o dominio da fung@o.

13.

15.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

flay) =Vasy 1. fxy) = Jay
fy) =IO -2-9" 16 flxy) =y
fa=NT-#-J1-y

fo,y) =y + /25— =y

oy =——3

f(x,y) = arcsen(x® + y* — 2)

floy,2) =yl —x? =y =2

fx,y,2) =In(16 — 4x2 — 4y> — 2?)

23-31 Esboce o grafico da funcéo.

23 fx,y)=1+y 2. f(x,y)=2—x

25. f(x,y) =10 — 4x — 5y 26/ [f(x,y) =e¥

21. f(x,y) =y*+1 28 f(x,y) =1 # 22% % 2y°
29 f(x,p) =9 — a2 — 9y? 30, f(x,y) = Va4x2 + y?

3. flx,y) = V& — du? — y?

32. Faca uma correspondente entre a fungdo e seu grafico (identifi-

cado por I-VI). Justifique sua escolha.
@fCx,y) = Ixl + |yl (B)f (x, y) = lxyl

©f(xy) = Teaity? Df @,y = =y

©fxy =& —y> (®)f @, y) =sen(lx| + Iyl)
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33. Um mapa de contorno de uma funcéo f é apresentado. Use-o
para estimar os valores de f(—3, 3) e f(3, —2). O que vocé pode
dizer sobre a forma do gréafico?

L
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e — —

34. Um mapa de contorno da pressdo atmosférica na América do
Norte € mostrado em 12 de agosto de 2008. Nas curvas de nivel
(chamadas isobaricas) a press@o € indicada em milibares (mb).
(a) Estime a pressd@o em C (Chicago), N (Nashville), S (Sao

Francisco) e V (Vancouver).
(b) Em quais desses lugares os ventos eram mais fortes?

35. As curvas de nivel (isotérmicas) sdo mostradas para a tempera-
tura da dgua (em °C) em Long Lake (Minnesota) em 1998 como

uma func¢@o de profundidade e da época do ano. Estime a tempe-
ratura do lago em 9 de junho (dia 160) em uma profundidade de
10 m e em 29 de junho (dia 180) em uma profundidade de 5 m.

0

Profundidade (m)
S v
4
>
]

15+ 8

Dia de 1998

36. Dois mapas de contorno sao mostrados na figura. Um é de uma
fung@o f cujo grafico € um cone. O outro € de uma fungéo g cujo
grafico é um paraboloide. Qual é qual? Por qué?

37. Localize os pontos A e B no mapa da Montanha Solitaria (Fi-
gura 12). Como vocé descreveria o terreno perto de A? E perto
de B?

38. Faca um esbogo de um mapa de contorno da fungio cujo grafico
estd mostrado.

AN

AN
AN
N

39-42 Um mapa de contorno de uma funcéio é mostrado. Use-o para
fazer um esboco do grifico da f.

39.




a. 42.

43-50 Faga o mapa de contorno da fun¢do mostrando vdrias curvas
de nivel.

8. flxy =02
8. f,y)=Vx+y
4. f(x,y) = ye'

8. f(x,y) =+y>— x>

51-52 Faca o esbogco do mapa de contorno e do grifico da funcgdo e
compare-0s.

M fx,y)=x—y
46. f(x,y) =In(x>+ 4%
48. f(x,y)=ysecx

50. f(x,y) = y/(x*+ y*)

51. f(x,y) = X2+ 9y?

52. f(x,y) = /36 — 9x? — 4y?

53. Uma placa fina de metal, localizada no plano xy, tem tempera-
tura 7(x, y) no ponto (x, y). As curvas de nivel de 7 sdo chama-
das isotérmicas porque todos os pontos em uma dessas curvas

//‘A\\\\\\\\\\? )
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tém a mesma temperatura. Faca o esboco de algumas isotérmi-
cas se a fungdo temperatura for dada por
T(x. y) 100
xy) = ———
Y 14+ x4+ 2y
54. Se V(x, y) é o potencial elétrico em um ponto (x, y) no plano xy,
entdo as curvas de nivel de V sdo chamadas curvas equipoten-
ciais, porque em todos os pontos dessa curva o potencial elé-
trico é o mesmo. Esboce algumas curvas equipotenciais de

V(x,y) = ¢/+/r? — x* — y2, onde ¢ é uma constante positiva.

55-58 Utilize um computador para tracar o grifico da funcdo usando
vérios dominios e pontos de vista. Imprima a que, em sua opinido,
oferece a melhor visdo. Se seu programa também produz curvas de
nivel, trace o mapa de contorno da mesma func¢éo e compare.

55. f(x,y) =xP—x°
56. f(x,y) =xy*—yx}
57. flx,y) = e (sen(x®) + cos(y?))
58. f(x,y) =cosxcosy

(sela do macaco)

(sela do cachorro)

59-64 Faca uma correspondéncia entre a fungdo (a) e seu grifico
(indicado por A—F a seguir), (b) e seus mapas de contorno (indicado
por I-VI). Justifique sua escolha.

59. z = sen (xy) 60. z=e"cosy
61. z=sen(x —Yy) 62. z=senx—seny
xX—y
63. z=(1—x)1—) 64 z:=—-—"—"
z=1 -1 —») AR

I‘l;\\“\‘ “\
SN
00‘\("&);‘7@9
‘ \t‘% /A {/
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65-68 Descreva as superficies de nivel da fung@o.
65. f(x,y,2) =x+3y+ 35z

66. f(x,y,2) =x>+ 3y*+ 522

67. f(x, 3=y +2

68. f(x,y,2)=x>—y*—2

69-70 Descreva como o gréfico de g € obtido a partir do grafico de f.

69. (@) g(x,y) =f(x,y) +2 () glx, y) = 2 f(x, y)
©glx,y) = =f(xy) @ glx,y) =2 = f(x,y)

70. (a)g(x,y) =f(x—2,y) ) glx, y) =f(x,y +2)
©gx,y)=fx+3,y—4)

71-72 Utilize um computador para tracar o grafico da fungdo
usando varios dominios e pontos de vista. Imprima aquela que apre-
sente melhor os “picos e vales”. Vocé acha que essa fungdo tem um
valor maximo? Vocé€ poderia identificar os pontos do grafico corres-
pondentes aos “maximos locais”? E aos “minimos locais”?

N. f(x,y) =3x—x*—4y*— 10xy

72. f(x,y) = )cye”‘2 -

73-74 Utilize um computador para tracar o grafico da fungdo
usando vdrios dominios e pontos de vista. Comente o comporta-
mento da fungdo no limite. O que acontece quando x e y se tornam
muito grandes? O que acontece quando (x, y) se aproxima da ori-
gem?

3. flx,y) = Xty

x>+ y?

Xy
x?+y?

1 f(x,y) =

A4 7. Use um computador para investigar a familia de funcdes

f(x,y) = e=*". De que maneira a forma do grafico depende de ¢?

m Limites e Continuidade

Va¥i
1]

Y
I

18.

@ 79.

16.
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Use um computador para investigar a familia de superficies
z = (ax* + byz)e’xz’-VZ
Como a forma do grafico depende dos niimeros a e b?

Use um computador para investigar a familia de superficies
z = x* + y* + cxy. Em particular, vocé deve determinar os va-
lores de transi¢do de ¢ para os quais a superficie muda de um
tipo de superficie quadrica para outro.

Faca o gréfico da funcdo

flxy) =vx2+y?

flxy) = e

f(x,y) = Iny/x2 + y2

flx,y) = sen(\/)c2 + y2)
e Fy) = ——

Em geral, se g(#) ¢ uma fun¢do de uma varidvel, como obter o
grafico de

fxy) =g(Vx? +5y7)
a partir do gréfico de g?

(a) Mostre que, tomando logaritmos, a func¢éo geral de Cobb-
-Douglas P = bL*K'~* pode ser expressa como

P L
In—=1Inb+ aln—
K K

(b) Se deixarmos x = In(L/K) e y = In(P/K), a equagdo no item
(a) torna-se a equacdo linear y = ax + In b. Use a Tabela 2
(no Exemplo 3) para fazer a tabela dos valores de In(L/K) e
In(P/K) para os anos 1899-1922. Em seguida, use uma cal-
culadora grafica ou o computador para encontrar a linha de
regressdo dos quadrado minimos pelos pontos (In(L/K),
In(P/K)).

(c) Deduza que a funcdo de producgio de Cobb-Douglas é P =
1,01L075K025,

Vamos comparar o comportamento das fun¢des

flx,y) =

sen(x? + y?)
x2+y?

x2 — 32

y

e glxy = Ty

quando x e y se aproximam de O [e, portanto, o ponto (x, y) se aproxima da origem].
As Tabelas 1 e 2 mostram valores de f (x, y) e g(x, y), com precisdo de trés casas deci-
mais, para pontos (x, y) préximos da origem. (Observe que nenhuma das funcdes estd defi-

nida na origem.)
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TABELA 1 Valores de f (x, y) TABELA 2 Valores de g(x, y)
h Y| -10 | -05 | —0,2 0 0,2 0,5 1,0 . Y| =10 | —-05 | =02 0 0,2 0,5 1,0
—-1,0 | 0,455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 -1,0 0,000 | 0,600 0,923 1,000 0,923 | 0,600 | 0,000
—=0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 —0,5 | —0,600 | 0,000| 0,724 | 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
—0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 —0,2 | —0,923 | —0,724 | 0,000 | 1,000 0,000 | —0,724 | —0,923
0 0,841 | 0,990 | 1,000 1,000 | 0,990 | 0,841 0 —1,000 | —1,000 | —1,000 —1,000 | —1,000 | —1,000
0,2 | 0,829 | 0,986 | 0,999 | 1,000 | 0,999 | 0,986 | 0,829 0,2 | —0,923 | —0,724 | 0,000 | 1,000 0,000 | —0,724 | —0,923
0,5 | 0,759 | 0,959 | 0,986 | 0,990 | 0,986 | 0,959 | 0,759 0,5 | —0,600| 0,000 0,724| 1,000 0,724 | 0,000 | —0,600
1,0 | 0455 | 0,759 | 0,829 | 0,841 | 0,829 | 0,759 | 0,455 1,0 0,000 | 0,600| 0,923 | 1,000 0,923 | 0,600 | 0,000

Parece que, quando (x, y) se aproxima de (0, 0), os valores de f (x, y) se aproximam de 1,
ao passo que os valores de g(x, y) ndo se aproximam de valor algum. Essa nossa observacgao
baseada em evidéncias numéricas estd correta, e podemos escrever

) sen(x* + y?) 2=y
lim —————=1 e im ———— ndo existe
(x»—=00 x"+y (xy)—=0.00 x~ +y

Em geral, usamos a notagio
lim  f(x,y) =L

(x,y)—(a,b)
para indicar que os valores de f (x, y) se aproximam do nimero L a medida que o ponto
(x, ¥) se aproxima do ponto (a, b) ao longo de qualquer caminho que esteja no dominio de f.
Em outras palavras, podemos fazer os valores de f (x, y) tdo proximos de L quanto quisermos
tornando o ponto (x, y) suficientemente proximo do ponto (a, b), mas ndo igual a (a, b). Uma
definicdo mais precisa € a seguinte:

E] Definicdo Seja fuma func¢do de duas varidveis cujo dominio D contém pontos ar-
bitrariamente préximos de (a, b). Dizemos que o limite de f (x, y) quando (x, y) tende
a (a, b) é L e escrevemos

lim f(x,y) =1L

(x,y)—(a, b)

se para todo nimero & > 0 houver um niimero correspondente de 6 > 0 tal que

se(x,)) ED e 0<+(x—aP+(y—bh?2 <8 entdo |f(x,y)—L|<e

Outras notac¢des para o limite da Defini¢do 1 sdo

limf(x,y) =L e  f(x,y)—>L as (x,y) — (a, b)
b
Observe que |f (x, y) — L| corresponde a distincia entre os ndimeros f(x, y) € L, €
J(x —a)? + (y — b)? é a distAncia entre o ponto (x, y) € o ponto (a, b). Assim, a Defini¢io
1 diz que a distancia entre f (x, y) e L pode ser feita arbitrariamente pequena se tomarmos a

y z z
(x,y) Lre e
D }‘\\\_/—\ L—S S

(a.b) f L ]

0 X L—¢ } } }
0 / o ’

X )
(a.b)

FIGURA 1 FIGURA 2
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=0 f:%
f=0 ¥

FIGURA 5

distancia de (x, y) a (a, b) suficientemente pequena (mas nio nula). A Figura 1 ilustra a Defi-
ni¢do 1 por meio de um diagrama de setas. Se qualquer intervalo pequeno (L — &, L + &)
for dado em volta de L, poderemos encontrar um disco Ds com o centro em (a, b) e raio 6 >
0 tal que f mapeia todos os pontos em Ds [exceto, possivelmente, (a, b)] no intervalo
(L— &, L+ &)

Outra ilustragdo da Defini¢do 1 é dada na Figura 2, onde a superficie S é o gréfico de f.
Se ¢ > 0 for dado, podemos achar 6 > 0 tal que se (x, y) for restrito ao disco Ds e
(x, ¥) # (a, b), entdo a parte correspondente de S fica entre os planos horizontais z = L — ¢
ez=L+e

Para as fungdes de uma tnica varidvel, quando fazemos x tender a a, s6 existem duas
direcdes possiveis de aproximacdo: pela esquerda ou pela direita. Lembremos a partir do
Capitulo 2 que se lim, . f (x) # lim,_ .+ f (x), entdo lim, . f (x) ndo existe.

J4 para as fun¢des de duas varidveis essa situagdo ndo € tdo simples porque existem infi-
nitas maneiras de (x, y) se aproximar de (a, b) por uma quantidade infinita de dire¢des e de
qualquer maneira que se queira (veja a Figura 3), bastando que (x, y) se mantenha no domi-
nio de f.

A Defini¢do 1 diz que a distancia entre f (x, y) e L pode ser feita arbitrariamente peque-
na se tomarmos a distancia de (x, y) para (a, b) suficientemente pequena (mas ndo nula). A
definicdo refere-se somente a distdncia entre (x, y) e (a, b). Ela ndo se refere a direcdo da
abordagem. Portanto, se o limite existe, f (x, y) deve se aproximar do mesmo valor-limite,
independentemente do modo como (x, y) se aproxima de (a, b). Assim, se acharmos dois
caminhos diferentes de aproximag@o ao longo dos quais f (x, y) tenha limites diferentes,
segue entdo que limg, y) — @ » f (¥, ¥) ndo existe.

Se f (x, y) — L, quando (x, y) — (a, b) ao longo do caminho C, e f (x, y) — L, quan-
do (x, y) — (a, b) ao longo do caminho C,, com L; # L, entdo limg, y) — @, 5 f (X, ¥)
ndo existe.

2 2

. X - .
[EGETEINEN Mostre que  lim _yz ndo existe.

(x)—0.0 x* + y
SOLUCAD Seja f (x, y) = (x* — y?)/(x* + y?). Primeiro vamos considerar (0, 0) ao longo do
eixo x. Entdo y = 0 dd f (x, 0) = x*/x*> = 1 para todo x # 0, portanto

flx,y)—1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo x

Agora vamos nos aproximar ao longo do eixo y, colocando x = 0. Entao
2

f0,y) = )2) = —1 para todo y # 0, portanto
y
f(x, ¥y)— —1 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y

(veja a Figura 4). Como f tem dois limites diferentes ao longo de duas retas diferentes, o limite
ndo existe. (Isso confirma a conjectura que fizemos com base na evidéncia numérica no ini-
cio desta secdo.) ||

EGEEIH Se f(x, y) = xy/(x> + y?), serd que Glim o f (x, y) existe?
SOLUCAD Sey = 0, entdo f (x, 0) = 0/x* = 0. Portanto,

fx,y)—0 quando (x, ) — (0, 0) ao longo do eixo x
Se x = 0, entdo f (0, y) = 0/y*> = 0, portanto

fx,y)—0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo do eixo y

Apesar de termos encontrado valores idénticos ao longo dos eixos, ndo podemos afirmar que
o limite exista e seja 0. Vamos agora nos aproximar de (0, 0) ao longo de outra reta; por
exemplo, y = x. Para todo x # 0,

x? 1

foe = wa Ty



Portanto fx,y)— : quando (x,y) —(0,0) ao longode y = x

(Veja a Figura 5.) Como obtivemos valores diferentes para o limite ao longo de caminhos
diferentes, podemos afirmar que o limite dado ndo existe. |

A Figura 6 nos dd uma ideia do que acontece no Exemplo 2. A cumeeira que ocorre
acima da reta y = x corresponde ao fato de que f (x, y) = ] para todos os pontos (x, y) dessa
reta, exceto na origem.

FIGURA 6

ry

flx,y) = x2+y2

2
X
EGEIENE Se f(x,y) = — . serdque  lim  f(x, y) existe?
x~+y (x,5)—(0.0)

SOLUCAD Com a Solu¢do do Exemplo 2 em mente, vamos tentar economizar tempo dei-
xando (x, y) — (0, 0) ao longo de qualquer reta ndo vertical através da origem. Tomemos
y = mx, onde m € a inclinacdo da reta e

x(mx)? m3x? m2x

fxy) = flx, mx) = —

2+ (mx)* 2+ mxt 1+ m?

Portanto fx,y)—0 quando (x, y) — (0, 0) ao longo de y = mx

Logo, f tem o mesmo limite ao longo de qualquer reta nio vertical que passe pela origem.
Mas isso ainda ndo garante que o limite seja 0, pois, se tomarmos agora (x, y) — (0, 0) ao
longo da pardbola x = y?, teremos

2 2 4
YIRS S AR ARSI
fuy) =f(%y) Oy 22
Portanto f (x, y) — % quando (x, y) — (0, 0) ao longo de x = y?

Como caminhos diferentes levaram a resultados diferentes, o limite ndo existe. |

Vamos agora olhar o caso em que o limite existe. Como para a fung@o de uma tnica varia-
vel, o célculo do limite de funcdes com duas varidveis pode ser muito simplificado usando-
-se as propriedades dos limites. As Propriedades do Limite listadas na Se¢do 2.3, no Volume
I, podem ser estendidas para as funcdes de duas varidveis: o limite da soma é a soma dos
limites; o limite do produto é o produto dos limites; e assim por diante. Em particular, as
seguintes equacgdes sdo verdadeiras:

[2] lim x=a lim y=1b lim c=c¢
(x,y)—(a, b) (x,y)—(a. b) (x,y)—(a, b)
O Teorema do Confronto também vale.

2

3
EETEGEY Ache ( lim x—yz se existir.

x)—0.0 x* + y

SOLUCAD Como no Exemplo 3, podemos mostrar que o limite ao longo de uma reta qualquer
que passa pela origem € 0. Isso ndo prova que o limite seja 0, mas o limite ao longo das para-
bolas y = x? e x = y* também obtemos o limite 0, portanto comegamos a suspeitar que o
limite existe e € igual a 0.
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A Figura 7 mostra o gréfico da fungdo do
Exemplo 3. Observe a cumeeira sobre a pa-

FIGURA 7
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Outro modo de resolver o Exemplo 4 é pelo
Teorema do Confronto em vez de usar a

Definigdo 1. De [ 2 | segue que
(r,l,@m 0) 3|y‘ =0

e, portanto, a primeira desigualdade em
mostra que o limite dado é 0.

Seja € > 0. Queremos encontrar 6 > 0 tal que

<e

3x?
se 0<4/x2+y?<é entio Tyz—o
X y

wy| _

e
)62+y2

ou seja, se 0<4/x2+y*?<é entio

Mas x> < x? + y*uma vez que y* = 0, portanto x*/(x> + y?) < 1 e, assim,

2
3] I N N R el W

x2+y

Dessa forma, se escolhermos 6 = &/3 e fizermos 0 < /x? + y? < §, teremos

3x%y

-0
x2+y2

s3m<35—3<§>—s

Logo, pela Definicdo 1,
3x?
im 2—)’2 =0 ||
xy)=0.0 x* +y

I Continuidade

Lembremo-nos de que o célculo de limites de fungdes continuas de uma Unica varidvel é
facil. Ele pode ser obtido por substitui¢ao direta, porque, pela defini¢do de fungdo continua,
lim, -, f (x) = f (a). FungGes continuas de duas varidveis também sdo definidas pela pro-
priedade da substituicdo direta.

@ Definicido Uma func¢@o f de duas varidveis é dita continua em (a, b) se

lim f(x,y) = f(a, b)

(x.y)—=(a. b)

Dizemos que f é continua em D se f for continua em todo ponto (a, b) de D.

O significado intuitivo de continuidade é que, se o ponto (x, y) varia por uma pequena
quantidade, o valor de f (x, y) variard por uma pequena quantidade. Isso quer dizer que a
superficie que corresponde ao grafico de uma fungdo continua ndo tem buracos ou rupturas.

Usando as propriedades de limites, podemos ver que soma, diferenca, produto e quo-
ciente de fungdes continuas sdo continuos em seus dominios. Vamos usar esse fato para dar
exemplos de fungdes continuas.

Uma funcio polinomial de duas variaveis (ou simplesmente polindmio) é uma soma de
termos da forma cx™y", onde ¢ € uma constante e m e n sdo nimeros inteiros ndo negativos.
Uma funcao racional € uma razdo de polindmios. Por exemplo,

fO,y) =x"+ 53>+ 6xy* — Ty + 6

€ um polindmio, ao passo que

_ 2xy+ 1
g(x7 )’) - xz + y2

¢ uma fung@o racional.

Os limites em | 2] mostram que as funcdes f (x, y) = x, g(x, y) = y e h(x, y) = ¢ sdo con-
tinuas. Como qualquer polindmio pode ser obtido a partir das fungdes f, g e h por multipli-
cagdo e adigdo, segue que todos os polindmios sdo fungdes continuas em R?. Da mesma
forma, qualquer fun¢do racional é continua em seu dominio, porque ela é o quociente de fun-
¢des continuas.

| EXEMPLO 5 | Calcule( }in(l1 ) (x%y® — x32 + 3x + 2y).
X, y)—(1,



SOLUCAD Como f (x, y) = x*y* — x*y? + 3x + 2y é um polindmio, ela é continua em qual-
quer lugar, portanto podemos calcular seu limite pela substituicio direta:

lim (% —x3y? +3x+2y)=12-2°—-1°-224+3:1+2-2=11

(x,y)—(1,2)

|
X = y?

IEEINN Onde a fungdo f(x,y) = g é continua?
X y

SOLUGCAD A fungio f é descontinua em (0, 0), pois ela ndo estd definida nesse ponto. Como
f € uma funcgdo racional, ela é continua em seu dominio, o que corresponde ao conjunto
D = {(x, pl(x, y) # (0, 0)}. -

EXEMPLO 7 NG

=Y e (ny) #(0,0)
glx,y) = x> +y?
0 se (x,y) =(0,0)

Aqui g estd definida em (0, 0), mas g ainda é descontinua porque lim, - (,0 g(x, y) néo
existe (veja o Exemplo 1). |

Seja
3x%y
0 se (x,y) = (0,0)
Sabemos que f'¢ continua para (x, y) # (0, 0), uma vez que ela € uma fungdo racional definida
nessa regido. Do Exemplo 4, temos que

se (x,y) # (0,0)
flxy) =

3x%y
lim x,y) = Ilim ———
(53)—=(0,0 Fxy) w9—0,0 x* + y?

=0=,(0,0)

Portanto f é continua em (0, 0) e, consequentemente, continua em [R2. |

Como para as fungdes de uma varidvel, a composic@o € outra maneira de combinar funcdes
continuas para obter outra também continua. De fato, pode ser mostrado que, se f é uma fun-
¢do continua de duas varidveis e g ¢ uma fungdo continua de uma unica varidvel definida na
imagem de f, a funcdo composta & = g ° f definida por i(x, y) = g(f (x, y)) também € continua.

2ENFDER Onde a fungdo h(x, y) = arctg(y/x) € continua?

SOLUCAD A fungdo f (x, y) = y/x é racional e, desse modo, continua em todo lugar, exceto sobre
aretax = 0. A funcdo g(¢) = arctg ¢ € continua em toda parte. Logo, a fungdo composta

g(f (x, y)) = arctg(y/x) = h(x, y)

¢é continua, exceto onde x = 0. O desenho da Figura 9 mostra a ruptura existente no grafico
da funcdo A acima do eixo y. .

I Funcdes de Trés ou Mais Variaveis

Tudo o que fizemos até aqui pode ser estendido para as fun¢des com trés ou mais varidveis.
A notacdo
lim x,y,z) =L
(x,y,9)=(a,b,0) fxy.2)

significa que os valores de f (x, y, z) se aproximam do nimero L a medida que o ponto
(x, y, ) se aproxima do ponto (a, b, c) ao longo de qualquer caminho que esteja no dominio
de f. Como a distdncia entre dois pontos (x, y, z) e (a, b, ¢) em R*® é dada por
Jix —a)?2 + (y — b)2 + (z — ¢)2, podemos escrever a definicdo precisa da seguinte forma:
para todo niimero &€ > 0 existe um niimero correspondente 6 > 0 tal que

se (x, y, z) estd no domiiode fe 0 < /(x —a)> + (y — b)2 + (z — )2 < &

|f(x3y’z)_L| <e

entao
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A Figura 8 mostra o gréfico da fungdo con-
tinua do Exemplo 8.

\ /77
N\ 77/ sy
Vilse s
Il
A s

5 74

FIGURA 8

FIGURA 9
A fung@o h(x, y) = arctg (y/x)
€ descontinua, onde x = 0.
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A funcgéo f é continua em (a, b, c) se
lim , ¥, z) = fla, b,
oy Jm f(x,y,2) = f(a, b, c)
Por exemplo, a funcdo
_
x>+ y2 +z22-1

fx,y,2) =

¢ uma fungdo racional em trés varidveis, e portanto é continua em todo ponto de R?, exceto
onde x> + y*+ z2= 1. Em outras palavras, € descontinua na esfera com o centro na origem
e raio 1.

Se usarmos a notagdo vetorial introduzida no fim da Secdo 14.1, poderemos escrever as
defini¢des de limite para as fun¢des de duas ou trés varidveis de uma forma compacta, como
a seguir.

[5] Sefé definida em um subconjunto D de R”, entdo limy . f(x) = L significa que
para todo nimero € > 0 existe um nimero correspondente 6 > 0 tal que

sexEDe0<|x—al <§,entdo |[f(x) — LI <e

Observe que se n = 1, entdo X = x e a = a e |5 é exatamente a defini¢do do limite para as
fungdes de uma tnica varidvel. Para o caso n = 2, temos x = {x, y), a = {(a, b)
e|x —a| =+/(x —a)?+ (y — b)2, de modo que [5]se torna a Definigdo 1. Se n = 3, entdo
X = (x, v, 2),a={a, b, c), e[5] é a defini¢do de limite de uma fungdo de trés varidveis. Em
cada caso, a definicdo de continuidade pode ser escrita como

m Exercicios

lim f (x) = f(a)

1. Suponha que lim, y—@a,1) f (x, y) = 6. O que podemos dizer do
valor de f (3, 1)? E se a fung@o f for continua?

2 Exoli da funcio € continua ou descont o m X 0 lim T sen’y
. xplique por que cada funcéo é continua ou .escontmua. . b y)llr(loy 0 % ¥ 2y | (m)lﬁn(lo’ 0 24 )
(a) A temperatura externa como funcéo da latitude, da longitude
e do tempo. M. lim 208y 1222 lim —2—Y
(b) A altura acima do nivel do mar como fungéo da longitude, da xn=0.0 3x* + y? wn=mo (x — 1)* + y?
latitude e do tempo. xy x* =yt
(©) O custo da tarifa do tdxi como func¢do da distancia percor- 13. “ y}lf{lo. " m 14. (w}lf(loy 0 xl+ y?
rida e do tempo gasto.
» » i x’ye® . x? sen’y
34 UtlllZC‘ uma tabela de. valores numerlcf)s .de f (x, y) para (x, y) 15. (X'y}lg{lo' 0 x* + 4y’ 16. (”}13(10, 0 x° + 2)°
perto da origem para conjecturar sobre o limite de f (x, y) quando
. . . A 2 B 2 4
(x, y) = (0, 0). Em seguida, explique por que sua conjectura esta 17.  lim -y 18, lim Lo
correta. =00 \/x2+y2+1-1 =00 x% + y*
2,3 3,2
: Xy kxy =5 : 2xy . xy + yz
3 floy)=—"—""—" & f(x,y = _ i ¥ i Ty
2 — xy x4 2y* 19 (x‘y,z)lg}(lﬁ,ﬂ_ y € tg(xz) 2 (x,y,:}gl(l(),(),()) x>+ yr+ 22
5-22 Determine o limite, se existir, ou mostre que o limite nado 27 xy +yz* + xz2’ yz

existe.

(xy.9—0,00 x? + y> + z*

. lim ST ———
(x7.9-0,00 x* + 4y? + 9z?

5. lim (5% — #*y?) 6. lim  e™ cos(x + y) 23-24 Utilize um gréfico feito por computador para explicar por que
=l (o= -1t o limite ndo existe.
4 —x 1+ y?2 2 2 3
1. lim ———— y2 8. lim In(|—5—— | 23. i 2x7 + Bxy + 4y 24. lim B
()= x° + 3y (x,)=(L,0) x° + xy (x,3) = (0,0) 3x% + 5y° x)=0.0 x* + y°

A4 E necessario usar uma calculadora gréfica ou computador

1. As Homework Hints estdo disponiveis em www.stewartcalculus.com



25-26 Determine A(x, y) = g(f (x, y)) € o conjunto no qual 4 € continua.
5. g =2+ fny) =2x+3y—6

Floy) = ——2

26. H=t+Int, —
9 n 1+ x?y?

27-28 Trace o grafico da funcdo e observe onde ela é descontinua.
Em seguida, utilize a férmula para explicar o que vocé observou.

1

B fey) =772

21. f(x,y) = e »
y

29-38 Determine o maior conjunto no qual a funcéo é continua.

29. F(x,y) =$ 30. F(x,y) =cos+/1 +x—y
1+ 2% 4y e te

31. Flx,y) = 5 32. H(x,y) = —
1 —x"—y e? —1

3. G(x,y) = In@*+ y*— 4)
4. Gy =g (et )

35. f(x,y,2z) = arcsen (x> + y* + 2%

% flxy,2=yy—*lnz
x%y?
37. f(x,y) = m se (x,y) # (0,0)
1 se (x,y) = (0,0)
Xy
38 flx,y)=1{ x>+ xy+)> se (x,y) # (0,0)
0 se (x,y) = (0,0)
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39-41 Utilize coordenadas polares para determinar o limite. [Se
(r, 0) sdo as coordenadas polares do ponto (x, y) com r = 0, observe
que r — 0" quando (x, y) — (0, 0).]

X+ y3

39. li
(5 0.0 22 + y?
40. lim 2+ ) In(x? + y?
(x,y)—(0,0) (x Y ) (x Y )
eyt _
M. ¢

lim %, 2
(xy)—=0.0 x4y

{4 42. No inicio desta se¢io consideramos a fungio

_sen(x® +y?)
f(-xv }’) - xz + yz

e conjecturamos que f(x, y) — 1 quando (x, y) — (0, 0) com base
em evidéncias numéricas. Utilize coordenadas polares para com-
provar o valor do limite. Em seguida, faga o grafico da fung¢ao.

43. Trace o grafico e analise a continuidade da funcdo

sen xy

1 se xy =0

se xy # 0

44. Seja
0sey<0ory=x*
fx) {1 se0<y<ux'
(a) Mostre que f (x, y) — 0 quando (x, y) — (0, 0) por qualquer ca-
minho da forma y = mx® passando por (0, 0) com a < 4.
(b) Independentemente do item (a), mostre que f é descontinua
em (0, 0).
(c) Mostre que fé descontinua em duas curvas inteiras.

45. Mostre que a fungdo f dada por f (x) = |x| é continua em R".
[Dica: Considere |x — al>= (x —a) - (x — a).]

46. Se c € V,, mostre que a funcdo fdada por f(x) = ¢ - x é conti-
nua em R".

Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a sensag@o de calor, ao passo que, se o ar
estd muito seco, temos a sensagdo de temperatura mais baixa que a indicada no termdmetro.
O Servigo Meteoroldgico do Canadé introduziu o humidex (ou indice de temperatura-umi-
dade) para descrever os efeitos combinados da temperatura e umidade. O humidex 7 € a tem-
peratura aparente do ar quando a temperatura real for 7 e a umidade relativa for H. Desse
modo, / € uma fungdo de T e H e podemos escrever I = f (T, H). A tabela de valores de I a
seguir € a parte de uma tabela compilada pelo Servico Meteoroldgico.

Umidade relativa (%)

H 40 45 50 55 60 65

70 75 80

26 28 28 29 31 31 32

33 34 35

28 31 32 33 34 35 36

37 38 39

Temperatura | 30 34 35 36 37 38 40

41 | 42 | 43

real

(°C) 32 37 38 39 41 42 43

45 46 47

34 41 42 43 45 47 48

9 51 %2 TABELA 1

36 43 45 47 48 50 51

Indice de calor I como fungdo da
temperatura e umidade

53 54 56




