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1 Exercicios propostos

1.1 Primitivas imediatas e quase-imediatas

1. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(x) :5x6+%+%

(3z —1)?
3x

(f) f(z)=(8—3z)v/8—3x
(g) f(z)=(z+1)P

3

x
h ) =
(1) (@) = 5oy
2. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:
3z
(@) /@) =1
3
b p—
B) f@) =15
3
© /@) =17



@) @) =12
3
© F0)=

3. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

5x
(a) f(z)= N

)

(b)f(w):7/m

(© fla)= ——

R o
5

(d) f(z) = Vi

4. Prove as seguintes igualdades [note que as alineas 2.c) e 3.c) d) sao
casos particulares do que é proposto neste exerciciol:

1 1 b
(a) fmdilf = %arctan <a IIJ’) +K; com K € R?

1 1 . b
(b) [ ﬁdl’ = 5 arcsin <E x> + K, com K € R.

5. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

1’2

(a) f(z)= 7@

0

(b) f(z) g



6. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(z) =5z exp (z?)

ex x’l
(b) f(z) = #

x

(¢) f(x) = exp[2sin(x)cosz]cos (2x)

1

@ 1) = o 0 T dowa)
___ow(6r)

(e) f(z) = 1— exp (62)

(£) fla)=(1+expa)®

_exp(tanwm)

(g) f(z) =

cos? x

7. Seja v(z) = exp (2z). Determine a expressao geral das primitivas das
funcoes

I C)) _
~ 14exp (42)’ 9(x) = 2 —v(x) expr

[ ()

8. Seja w(x) = Inz. Determine a expressao geral das primitivas das
funcoes

1 B 1 () = Yw(z) + sinw(x)
f (@) zw(zx)’ hw) = (3 + w? (x)) ¢ j@) x '

9. Considere g(z) = y/x. Determine a expressao geral das primitivas das
funcoes

1 1 1

f(w):ma 9(z)= —<-= e h(@)=

(1+z)q(x) q(x)/1+q(x)



10. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(z) = ax*cos (z%)
(b) f(x) = tan (3z)

(c) f(x)=cot(bx —T)

(f) f(z) = sin® () cos =

sinz
(8) ()= 200
(h) fla) = S cont
COS T

(i) flz) =

Vsin? z

11. Prove as seguintes igualdades (p € Q, p # —1) [note que as alineas
10.f) - i) sao casos particulares do que é proposto neste exercicio]

1
(a) [[sin? (z)cosz] dw = ] sinP™! (z) + K, com K € R;

1
(b) [[cos? (z)sinz] dz = T cosP™ (z) + K, com K € R.

12. Considere as fungoes

f(x)=sin®z, g(x)=cosz, h(x)=cos’z e j(z)=sin?(3x)

definidas por poténcias de seno ou de coseno. Determine a expressao
geral das primitivas de cada uma destas fungoes.



13. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(z) = ztan (2?)
(b) f(z) = sec® (Tz)

~ tan®z
(d) f(z) = tan (% x) sec? (% x)
() () = 5 5 tan (5196)] cos? (5z)

2 arctan® z
(f) f(x) = T2

_arcsin (z) +
(®) flo) = T

(h) flz) = ——2

N 1+sin?z

(i) flz) = —=20)

" 1+sin (x) cosx

14. Seja j(x) = sin (2z) . Determine a expressao geral das primitivas das
funcoes

I C)) _ @) 1))
flw) = 1+ cos?z’ 9(z) = 1t+coste °© Mz) = cos? (sin®z)
1.2 Primitivacao de fungoes racionais

1. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
fungGes racionais:

2
(@) J@) = o



(b) flw) = 24+ 8x+ 7
1.5

©) f@) =7

(@) f@)= 5

© f@) = =

2. Considere os polinémios de grau 2
di(z) =2®+62+9, da(x)=2>+6x+8 e dz(x)=2+6x+10.

(a) Averigue a possibilidade de factorizar cada um dos polinémios
em polinémios de grau 1.

(b) Determine a expressao geral das primitivas das fungoes racionais

(c) Determine a expressao geral das primitivas das fungoes racionais

, z+1 z+1 z+1
=4w M=em ¢ W=

3. Escreva cada uma das funcées racionais

fa) ot + 22 +5 (@) 223 + 2
r)=—F—"—"—55— &€ r)=——"—>=

3 +222+1x g 8x + 622 + 23
com base numa frac¢do propria e, de seguida, determine a expressao
geral das suas primitivas.

4. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
fungGes racionais:

20+ 1

@) 1) = e v 10



(d) fl2) =7
5. Sabendo que 2 é raiz do denominador da funcao racional

fz) =

x
23 — 622 + 122 — 8’

determine a expressao geral das primitivas da funcao f.
1.3 Meétodos de primitivagao por partes e por subs-
tituicao
1. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(a) f(z)=xIn(z+3)
(b) f(z) =2expa

(c) f(x) =a?sinx

(d) fz) = (2% + 62 — 2) exp (é x)

(¢) f(z) = arctan G :r)

() f(z) =27 exp(a?)
(g) f(x) = arcsin (2x)

(h) f(z) = exp(z)sin (2z)



(i) f(z) = sin G x) cos (3)

X

() f(z)=

= o
1) fa) =@+ Hesp (5 o)
) f(z = (222 + 1) exp (32)

(m) (@) = wexp (20)

(n) f(z) = arcsin @ :r)

T+ 2

©) o ="

cos (bx)

(p) f(z) = arctan (3z)

(@) f(z = exp(2z)sin(3z)
(r) f(z) = 2z —1)sin (2z)
(s) f(z) =a"exp (%)

x

(t) f(2) ==

sin“ x

(u) f(x)=sin(2z) cos (3z)

(v) (@)= (z+VI+a?)

x arctanx

(x) f(z) =exp(3x) [sin (2z) — cos (2z)]




arcsin x

(y) f(2) = —3

x

(z) f(z) = zarctan®x

2. Seja a(xr) = Inz. Determine a expressao geral das primitivas das
funcoes
a a*(x
ae), f@) = wa(e), o) =" pa) =2

(x
NC™ x
In [a(z)]

j(z) = cosla(z)], k(z)=—"1

e I(z)=cos?[a(x)]

3. Considere a funcdo f(z) = (vz +3)*.

(a) Desenvolva a funcdo f em poténcias de x e calcule a expressao
geral das suas primitivas.

(b) Utilize a mudanga de varidvel dada pela relagdo /z = t para
confirmar a expressao das primitivas obtida na alinea anterior.

4. Determine a expressao geral das primitivas de cada uma das seguintes
funcoes:

(@) @)= 1752
(b) fa) = 2 +ixpsc
1

10



(8) flz) =
(2 — 5)°
) @) = Lo
. Inz
W) f@) = zv1+Inz
—3/2

W) fla) = 5—
() (@) = =[5

1
W) f@) = s

5. Utilize substituigoes trigonométricas para determinar a expressao geral
das primitivasa de cada uma das seguintes fungoes:

(o) fla) =Y
) fla) = VLT
(©) f() = ——t
2 — (z —3)?
(@) flz) = ——t
4+ (z—5)?

11



2 Solucoes dos exercicios propostos

2.1 Primitivas imediatas e quase-imediatas

1. (a) gx7—g+4ln|x|+K, com K € R

1
(b) 2x2—2$+§ln|x|+K, com K € R

1 4

(c) —@—m—i—K,meER

1
(d) §($2+2)4+K, com K € R
3 3 5
(e) gm‘v:c2+§x\5/5+K, com K € R

(f) —3—53 (8—3x)*8—3z+K,com K €R

116
(2) %+K, com K € R

(h) —1—565 (3—a2Y)*+ K, com K € R

2. (a) gln‘l—l—aﬂ—i—K:gln(l—i-mQ)—i-K,comKeR
(b) 3arctan (z) + K, com K € R
3 1
(c) §arctan 52 + K, com K € R

(d) 3(x —arctanzx) + K, com K € R

3
1+z

(e) —

+ K,com K € R

12



3.

(a) =bvV1—a?+ K, com K € R

(b) 5arcsin (z) + K, com K € R
. (1
(c) Harcsin (5 x) + K, com K € R

(d) garcsin <Z x) + K, com K € R

1
(a) — arctan <é x) + K, com K € R
ab a

1 b
(b) R arcsin <E sc) + K, com K €R

1
(a) 3 arcsin (%) + K, com K € R

(b) f%\/y:ﬁufg KeR

(a) §e:x;p (%) + K, com K € R
2
(b) —exp (271) + K, com K € R

1

(c) 2 eXP (sin (2z)) + K, com K € R
1

(d) Zln(1+4expx)+K, com K € R

1
(e) —gw/l—exp(ﬁx) + K, com K € R

exp’x

(f) z+2expx + + K, com K € R

13



(g) exp(tanzx) + K, com K € R
1
7. Pf(z) = 3 arctan [exp (2z)] + K, com K € R
1
Pg(x) = —§In|2 —exp (22)| + K, com K € R
Ph(z) =exp (z) + exp (—z) + K, com K € R
8. Pf(z)=I|nz|+ K, com K € R

1 1
Ph(z) = 7 arctan <ﬁ lnx) + K, com K € R

Pj(x) = zln (z) VInz — cos (Inz) + K, com K € R

9. Pf(x) =2arcsin (y/z) + K, com K € R

Pg(z) = 2arctan (y/z) + K, com K € R
Ph(z) =4y/14+/x + K, com K € R
1
10. (a) gsm(x )+ K, com K € R
1
(b) —gln\cos(SwH + K, com K € R
1o .
(c) gln|sm(5w—7)\+K, com K € R
1o .
(d) gln|sm(5w)| + K, com K €R
3

1
(e) — 35 cos (5302) + K, com K € R

14



1
(f) =sin*(z) + K, com K € R

4
(g) - + K, com K € R
&) Bcostx ’
1
(h) —cot (z) — =——— + K, com K € R
2sin“x

(i) 3Vsinz + K, com K € R

11. (a) sin”™! (z) + K, com K € R

p+1

1
p+1

(b) —

cosP™ (z) + K, com K € R

COS3 X

3

12. Psin®z = —cos (z) + + K, com K € R

1 1 1
Pcostz = 1 [w—i—sin(Zm) +§ <w+ZSin(4m)>] + K, com K e R
5 - 2.3 L. s
P cos m:sm(x)—gsm w—l—gsm () + K, com K € R

1 1
Psin? (3z) = 3 [mgsin(ﬁx)] + K, com K € R

13. (a) —% In |cos (22)| + K, com K € R

(b) %tan (7Tx) + K, com K € R

B 1
4tan?

(c) + K, com K € R

15



1 1
(d) §tan2 <§ x) + K, com K € R

1
(e) 1—51n|2+3tan(5sc)| + K, com K € R

tand
(f) W+K,comK€R

2

(8) =5 - VI + K, com K € R

(h) arctan (sinz) + K, com K € R

(i) In[2 +sin(2z)] + K, com K € R

14. Pf(z)=—In(1+cos’z) + K, com K € R
Pg(z) = —arctan (cos? z) + K, com K € R

Ph(z) = tan (sin®z) + K, com K € R

2.2 Primitivacao de fungoes racionais

1
L. (a)gln‘x3+3x‘+K,comKeR
1 2
(b) §ln‘x +8z+ 7|+ K, com K € R
1 6
(c) éln(l—i-m)—i-K,comKeR

1
(d) —= arctan (v/32?) + K, com K € R

2v/3

1 1
e) —=arctan [ —= z | + K, com K € R
©) V2 < 2 )

16



2. (a) di(z) = (z+3)% da(z) = (x+2) (x+4) e ds(z) = (z+3)*+1

1
(b) Pf(x):—x+3+K, com K € R

1 1
Pg(x):§1n|x+2\—§ln\x+4\+K, com K € R

Ph(zx) = arctan (z + 3) + K, com K € R

2
(c) Pj(x):m+ln|x+3|+K, com K € R

|
Pk(x):—Eln|x+2|+gln\w+4\+K, com K € R

|
Pi(x) = 5 In (x+3)2+1( — 2arctan (z + 3) + K, com K € R

42 +22+5
3. =x—24+ 5.
o) == +x3+2x2+x
—_———
fracgdo prépria
i

2x+5ln|x\+i—ln|x+1|+K, com K € R.
2 z+1

Pf(z) =
—1222 — 162 + 2
3 + 6x2 + 8z

fraccao prépria

glx) =2+

1
Pg(x):2$+Z—lln|m\+£ln\x+2\—%ln|x+4|+K, com K € R.

1 11
4. (a) 1—Oln\x\—1—0[§ln‘($+3)2+1 — 17arctan (z + 3)| + K,

com K € R

17



B, % om
2 —4)? z—4

1/ 1 1 1
= —1
®)3[16<x2+x+2>+32n

@ Lz e

—4
= 2'+K,comK€R

T —

T+ 2
T —2

H + K,com K € R

+ K,com K € R

1 1
D. —( 2)2—58 2+K,comK€R.
T _

2.3 Meétodos de primitivacao por partes e por subs-

tituicao

1 2

1. (a) 3 {(m2—9)ln(x+3)—%+3x] + K, com K €R

(b) (22 —2x+42)exp(z) + K, com K € R

(¢) (2—a?%)cos(z) + 2zsin(z) + K, com K € R

1
(d) (322 —6)exp <§x> + K, com K e R
1 2
(e) warctan 37 —In(4+2?) + K, com K € R

(2% — 1) exp(z?) + K, com K € R

N =

(f)

1
(g) warcsin (2x) + 5\/1 — 42?2 + K, com K € R

1

(h) = €XP (z) [sin (2z) — 2 cos(2x)] + K, com K € R

18



2

1 1
(1) = [cos <§ x) cos (3z) + 6sin <§ x) sin (3x)] + K,com K € R

(j) xtanz + In|cosz| + K, com K € R

1
(k) (2z+2)exp <§ m) + K,com K € R

222 4+1 4 4
D <T§$+2—7>6Xp(3$)+K, com K € R

1
(m) (% - Z) exp(2z) + K, com K € R

1
(n) xarcsin <§ sc) +v9—22+ K, com K € R

T+ 2

(0) ¢

1
sin (5x) + — cos (5z) + K, com K € R
1
(p) zarctan(3x) — 6 In (14 92%) + K, com K € R

1
(q) 3 [2sin (3x) — 3 cos (3x)] exp (22) + K,com K € R.

() —

1
L cos (2x) + 3 sin(2z) + K, com K € R

(s) = (z* —1)exp (z*) + K, com K € R

N

(t) —xcot (z) +In|sinz| + K, com K € R
2 3 . .
(u) E cos(2x) cos (3x) + R sin(2zx) sin (3x) + K, com K € R.

(v) :cln(sc+\/1+x2) —V1+22+ K, com K € R

19



(w) \/1+sc2arctansc—ln‘\/1 +x2+x‘ + K,com K € R
1
(x) T [exp (3z) (sin (2x) — 5cos (22))] + K, com K € R

1—+v1—22
14++v1—22

1 1
(y) ——arcsinz + = In + K, com K € R

x 2

1 1
(z) 3 (m2 + 1) arctan? (z) — x arctan (x) + B In !1 + $2| + K,
com K € R

2. Pa(z) =z [ln(z) — 1]+ K, com K € R

2

Pf(x) =3 [ln(m)—%} + K, com K € R

Pg(x) =2y/z[In(z) — 2]+ K, com K € R

1
Ph(z) = - [In? (z) + 2In(z) + 2] + K, com K € R
Pj(z) = g [cos (Inz) + sin (Inzx)] + K, com K € R

Pk(z) =In(z)[In(lnz) — 1]+ K, com K € R

Pl(z) = x [cos? (Inz) — cos (Inz) —sin (Inz)] + K, com K € R

3. (a) f(x) = 2%+ 122/ + 5dx + 108,/z + 81

3 24 2
Pf(x) :%—i- m5\/5+27$2+72x\/§+81w+K, com K € R

3 24 2
(b) Pf(z) = % + wTﬁ 42702 + 722/T + 81z + K, com K € R

20



3 3 3
4. (a) gl‘\g/sﬁ—Z:c{*/5+:c—§\3/?+3\3/s_c—3ln|{*/5+l|+[(,

com K € R

1 2
(b) —=In <1+—) + K,com K € R
2 expx

Note que esta primitiva pode ser resolvida como quase-imediata.
(¢) 2[Ve+1-In(Vo+1+41)],com K € R
(d) 3V/a2sin (¥/z) + 6 &z cos (¢/z) — 6sin (¢/z) + K, com K € R

(e) 2(y/x —arctan/z) + K, com K € R

4
(f) m+§§4/ﬁ+2\/5+4\4/5+4ln|{‘/5—1|+1(, com K € R

1 [/ 2z + 25 37
- 20 — 5 — —— K KelR
(2) 4< 3 V2x —5 m) + K, com

(h) gx%—gf/ﬁ—l—?\/’—G%—i—Garctan(%)+K, com K € R

2 4
(i) <§ln(:c)§> V1i4+lnzr+ K, com K € R

2

T 2
——————— + 2+ 322+ K,com K €R
3vV2+3z2 9

10 10 10
(k) 55 Bz +1) V(3 + 1)3_5 (3z+1) 3z + 45 Y/ (3z +1)°

2 1 1
7% 1{3/(3x+1)7+§ 341 — 30 1«°/(3x+1)3+§0 V3 +1

1
—EO arctan ( V/3z +1) + K, com K € R

21



2
(D&g%éﬂw—lf+KﬂmnK€R

vV —1vx+1

T

-1
+2arctan< L) + K, com K € R

(m) — P

(n) arcsin <$;1) + K, com K € R

14/ (22 —4)°
(a) —¥+K, com K € R

12 3

(b) —

N
Rk —l—ln‘\/l—i-x?—i-x‘—i-K,comKeR
x

(c) In L + K, com K € R
2 — (z —3)?

T —541/4+ (x—5)?

2

(d) In + K, com K € R

22



