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Observacoes:

1. Duracdo da prova: 2h00.

2. Deve responder a todas as questdes nos espacos reservados as respostas. Justifique
convenientemente todas as respostas.

3. A prova deve ser efetuada sem consulta.

4. S6 & permitida a utilizacdo de material de escrita. Em particular, ndo é permitida
a utilizacdo de maquina de calcular. S6 sio corrigidas as respostas apresentadas a
caneta.

5. Durante a prova ndo é permitido o uso de teleméveis ou quaisquer equipamentos
eletrénicos.

6. N3o destaque as folhas do teste.

Espaco reservado para cotacdes:



12 Parte

Esta 17 Parte é de resposta rapida, ndo devendo apresentar quaisquer célculos ou
justificacdes.

1. Seja A € Mj3x4 uma matriz de entradas reais. Sabe-se que sistema de equacdes
lineares AX = 0 tem por conjunto-solu¢cdo o subespaco span{(1,2,3,4)}.

(a) Indique a caracteristica da matriz A.

(b) Classifique o sistema AX = B quanto ao namero de solucdes.

: : : 1 :
2. Uma matriz A € M3y3 de entradas reais satisfaz det(A) = 5 Indique o valor dos

seguintes determinantes:

det(—24) = det (A2AT) - det (A71) =

3. Sejam By = {u1,uz} e Ba = {v1,v2} duas bases diferentes de R?. Considere:

° w:u1—|—3u2€R2

o P = M(id;By,B2) =

(a) Indique as coordenadas [w]g,

(b) Indique as coordenadas [u1]z,

4. Suponha que P € M,,x, € uma matriz cujas colunas sdo vetores préprios linearmente
independentes de uma matriz A € M,,«,. Determine o valor I6gico (verdadeiro ou
falso) de cada uma das seguintes afirmacdes. No caso da afirmac3o ser falsa, apresente
um contra-exemplo.

(a) A & invertivel.

(b) A é diagonalizavel.




22 Parte

Nas questdes da 22 Parte devera apresentar o seu raciocinio de forma clara, indicando
todos os calculos e justificacdes necessarias.

1. Considere o sistema de equacdes lineares nas incégnitas x, y, z, € pardmetros reais
a, B
z+y+z=1
—r+y+az=p
z+3y=1
(a) Recorrendo ao método de eliminagdo de Gauss, classifique o sistema em func¢io
dos parametros reais «, 3.
: 1 .
(b) Calcule o determinante da matriz §A. O resultado é consistente com o resultado
da alinea anterior? Justifique.
(c) Considere o = —1 e 8 = 0 e resolva o sistema e represente o conjunto-solucdo
na forma
X = Py +span{uy, ..., ug}
Mesma questdo para a = —2e = —1.
(d) Considere @« = 8 =0 e resolva o sistema:
(i) usando (a);
(ii) recorrendo & matriz inversa de A.
(i) pelo método de Cramer.

2. Considere a matriz

11 1
A=11 0 -1
3 2 1

(a) Encontre uma base para o subespaco nulo N(A) de A, e uma base para o
subespaco das colunas C(AT) de AT.

(b) Escreva o subespaco C'(A) como conjunto-solu¢do de um sistema de equagdes
lineares homogéneas.



3. Seja 5{(1,0,-1),(1,1,2)}. Mostre V' = {(z,y,2) : (2,9,2)L(1,0,-1) e (z,y,2)L(1,1,2)}
é subespaco de R3 e determine uma base para V.

4. Seja B={(1,0,—1),(1,0,1),(0,1,0)}.

(a) Mostre que os vetores de BB sdo ortogonais dois a dois.

(b) Obtenha a partir de B uma base ortonormada B5’.

(Nota: Uma vez que ja mostrou que sdo ortogonais basta obter os ver-
sores de cada um deles.

(c) Determine as coordenadas de (3,1,1) na base B.

5. Seja
110 -5
2 1 1 5
A=
31 2 3
4 1 1 1

(a) Indique a entrada (2,4) de Adj(A).
-
(b) Verifique se o sistema AX = [1 2 3 4} é de Cramer e, caso seja, calcule
T
a variavel 9, onde X = [xl To T3 334} )

(c) Caso A seja invertivel, calcule a entrada (3,1) de A~L.



(3.0 val.) 6. Considere as funcdes lineares f : R? — R? e ¢g : R? — R? definidas por:
fl@y)=QRy,z,z+y) e g(x,y,2) =(@+y+2z2).

(a) Determine A = M (f;b.c,b.c) e B= M(g;b.c,b.c).

(b) Determine S = M(f og;b.c,b.c)eT = M(go f;b.c,b.c).

(c) Verifique que g o f & invertivel e determine a matriz M ((go f)~%;b.c,b.c), bem
como a expressio analitica de (go f)71.

(d) Determine uma base de Im (f o g). Usando o teorema da dimens3o determine a
dimensdo de ker (f o g). Sera que f o g é invertivel? Justifique.

(e) Seja B ={(1,1),(2,1)} uma base de R?. Determine a matriz C = M(g; b.c, B)
e use-a para calcular [g(1,1, —2)|3.

(f) Seja B’ = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} uma base de R3. Determine a matriz

M = M(g;B',B) e use-a para calcular g([(1,2,3]s ). Represente o valor de

9([(1,2,3]p) na base canénica.

(3.0 val.) 7. Considere a matriz
1 10
A=1110
00 2

e o endomorfismo de R? dado por f(z,y) = (z + 2y, 2z + y).

(a) Determine os polinémios caracteristicos de A e de f, bem como os vetores
préprios de A e de f.

(b) Determine os subespacos préprios de A e de f.

(c) Verifique se A e f sdo diagonalizaveis. Caso sejam, determine as matrizes di-
agonais D1, Dy e as matrizes invertiveis P, Q tais que D; = P71AP e Dy =
Q 'BQ, onde B = M(f;b.c,b.c).
(Nota: ndo precisa verificar as equacdes D; = P 'AP e Dy = Q'BQ,
bastando indicar quais sdo as matrizes D;, D2, P e Q).

(d) Sem calcular B~!, encontre os valores préprios de B~! e diga quais os vetores
préprios associados.

(e) Indique os valores préprios de A'? e diga quais os vetores préprios associados.
(Nota: n3o precisa, obviamente, de calcular A'Y).



