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1 Integral duplo: definicao e cdlculo

Conhecemos o integral numa varidvel, ou integral simples, e a sua defini-
cao através de somas de Riemann. Como tal, para fungdes nao-negativas no
intervalo de integragao, o integral simples calcula a drea abaixo de uma curva.

Vamos agora aplicar uma construgao semelhante para calcular o volume
abaixo de uma superficie. Essa construcao também utiliza somas de Riemann
e conduz a definigdo de integral duplo (para fungoes com duas varidveis).
Contudo, convém salientar que a aplicacao de integrais duplos nao se re-
stringe ao cédlculo de volumes. No préximo caderno (Caderno 4 - Aplicagao
de Integrais Duplos) veremos outras aplica¢oes. No que segue, as figuras ilus-
tram o texto imediamente anterior (e foram retiradas de fontes bibliograficas
diversas).

Seja f : Dy C R? — R uma funcio real de duas varidveis reais. Para
facilitar a construgao, comecemos por considerar f definida no retangulo

R=la,b] x [c,d={(z,y) eR*:a<z<b A c<y<d}.

v o4
d

Seja S a superficie do grafico de f.

A
z
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Podemos dividir o retangulo R em n x m sub-retangulos R;;.de igual
tamanho: todos eles de comprimento Ax e largura Ay. Para tal, basta dividir
o intervalo [a, b] em n sub-intervalos [x;_1,z;], com i =1,2,... n, e o inter-
valo [c, d] em m sub-intervalos [y;_1,y;], com j =1,2,...,m. Temos zy = a,
zp, =beAx = (b—a)/n, bem como, yo = ¢, Yy, = d e Ay = (d — ¢) /m. Seja
ainda (x;;,v;;) (ou (z;,y;) para simplificar) um ponto arbitrério escolhido no
sub-retangulo R;;.

Tomando a imagem por f de cada ponto (x;;, y;;), obtemos um paralelepipedo
P;; (ou prisma retangular regular) cuja base é o sub-retangulo R;; e cuja
altura é f (x;;,v:;). Se f for nao-negativa em todo o sub-retangulo R;;, o
volume V;; desse paralelepipedo é Vi; = A (R;;) - f (zij, yij)-
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Sendo f (x;;,v;;) a imagem de cada ponto (z;;,¥;;) por f, o volume V;; de
cada paralelepipedo F;; é uma aproximacao do volume do sélido delimitado
pelo gréfico de f para (z,y) € R;; e pelo plano 20y (ajuda pensar na funcao
f como continua no sub-retangulo R;;). A soma V' dos volumes V;;,

n m n m

V=22 Vig=> ) ARy [ (0], (1)

i=1 j=1 i=1 j=1

é entao uma estimativa do volume do sélido delimitado pela superficie do
grafico de f e pelo plano xOy para (z,y) € R. A dupla soma em (1) significa
que, fixando um valor de 7, somamos os volumes de todos os paralepipedos F;;
com j =1,2,...,m (a fila de paralelepipedos associado a [z;_1,x;]) obtendo

Z;n:l [A(Ri;) - f (xi5,vi5)], e depois somamos de novo considerando todos os

valores de i, ou seja, i = 1,2, ..., n (consideramos todas as filas), obtendo V.

Pensando assim em todo o retdngulo R, e nao apenas em cada sub-
retangulo que o constitui, acima do plano xOy existem n X m paralelepipe-
dos cujas alturas "seguem de perto" a superficie S do gréfico de f. Intui-
tivamente, verificamos que estimativa fornecida por (1) melhora quando o
nimero de sub-retdngulos aumenta, ou seja, quando aumentamos os val-
ores de n e de m, pois isso conduz a considerar um um maior nimero de
paralelepipedos (por ser maior o nimero de pontos (z;;,y;;) considerados)
cujas alturas "seguem mais de perto" a superficie S do grafico de f. Esper-
amos entao que o limite

lim S D TA(Ry) - f (i, vig)]
’ i=1 j=1
corresponda ao volume do sélido delimitado pelo gréfico de f e pelo plano
xOy. Dado que
b—a d—c

este limite ainda pode ser escrito como

n}rigloozz [Az - Ay - f (24, yi5)] = n}}gloozz [b ; “. d;LC - f (i, vij)

i=1 j=1 i=1 j=1

Ao tomar o limite das somas quando n — oo e m — oo, a drea Az x Ay dos
sub-retangulos torna-se um infinitésimo.
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Exemplo 1 Consideremos a funcgdo f (z,y) = 16 — 2* — 2y* e o retdngulo
(neste caso, regular: um quadrado)R = [0,2] x [0,2]. O grdfico de [ é parte
de um paraboldide eliptico de vértice (0,0,16). Dividindo o retdngulo R em
4 sub-retdngulos de lado 1, obtemos a sequinte particao':

(1L.2) (@2

2.1

Uma escolha de pontos (xi;,vi;), comi=1,2 e j =1,2, pode ser a do canto
superior direito de cada sub-retangulo, ou seja, (1,1), (2,1), (1,2) e (2,2).
A soma

Vo= 1-f(L,1)+1-f(2,1)+1-f(1,2)+1-f(2,2)
= 134+104+7+4=34

é uma estimativa "grosseira” do volume abaixo do grifico de f até ao plano
xOy para (x,y) € R.

No entanto, podemos melhorar a aprorimagao aumentando o nimero de sub-
retdngulos. Através das figuras sequintes, onde foram considerados 16, 64 e

1O termo parti¢do nio é introduzido neste texto, mas na subdivisao do retangulo R tal
como exposto, pode ser utilizado.
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256 sub-retangulos, verificamos que o cdilculo do volume é melhorado quando
o "agrupamento” de paralelepipedos se aprorima da "forma da superficie”.

Definicao 2 O integral duplo de f em R, que se denota por //f (r,y)dA
R

ou //f (x,y)dxdy, é o limite da soma de Riemann
R

[firwmia= [[sep = s 351 ) A s

i=1 j=1

soma de Riemann
Este limite existe sempre que f for uma funcao continua. R é designado por
dominio de integracao e f por funcao integranda.

A definigao de integral duplo através das somas de Riemann pode ser
generalizada a funcoes f definidas num qualquer dominio D; que nao seja
um retangulo R. A construgao anterior pode ser feita para qualquer conjunto
D C Dy considerando uma extensao F' de f definida num retangulo R que
contenha o dominio de integracao D pela expressao

f(zy)  se (z,y) €D
F(z,y) =
0 se (z,y)¢D.
para todo (z,y) € R. Note que, neste caso, apenas os sub-retangulos R;; onde

é escolhido um ponto (z;;,yi;) € D contribuem para a soma de Riemann e,
consequentemente para o valor do integral duplo. Os restantes pontos tém
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contribuicao nula pois a sua imagem é 0.
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Alguma "falta de rigor" na escolha arbitrdria dos pontos em sub-retangulos
"de fronteira" é corrigida pela consideracao de um nimero cada vez maior
de sub-retangulos. Assim, define-se

[ t@mia= [[ famaa

Também a defini¢ao de integral duplo através das somas de Riemann pode
ser generalizada a fungbes f que sejam negativas em (i) todo o dominio de
integragdo D ou (ii) em parte dele. No primeiro caso (i), o valor do integral
duplo ¢é o valor simétrico do volume delimitado pela superficie do gréfico
com (z,y) € D e pelo plano xOy. No segundo caso (7i), o valor do integral
duplo nao pode ser interpretado como um volume. O conhecimento
da superficie do grédfico de f facilita o cédlculo de integrais duplos e é de
grande importancia para evitar simplificacoes "tendenciosas" induzidas
por simetrias no dominio de integracao D.

O célculo de integrais duplos pela defini¢ao é usualmente muito trabalhoso
e na maioria dos casos muito dificil. Na pratica, os integrais duplos sao entao
calculados segundo um processo iterativo conforme se expoe de seguida.
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No caso mais simples em que o dominio de integracao é um retangulo
R = [a,b] X [¢,d], o valor do integral duplo

//Rf(a:,y)dfb//]%f(x,y)dxdy

¢ dado, com igual valor, por qualquer uma das seguintes sequéncias de inte-

aracio:
/ab (/cdf(x’y) dy) dz ou /Cd (/abf(%y) dx) dy.

Temos assim,

/Rf(rc,wdfl:\/j(/jf(rc,y}dy)d:iZ\/cd</abf(x,y)dx)dzi,

NV Vv
ordem de integragao dydx ordem de integragao dxdy

A possibilidade de calcular o valor do integral por qualquer uma das ordens
¢ garantida pelo Teorema de Fubini para dominios de integracao regulares
(nogao de regularidade explicada mais a frente) e sempre que a fungao inte-
granda f seja limitada no dominio de integracao D. Note que sao vdilidas
as igualdades

n}ggoozz:f Tij, Yig) Az X Ay = nlgrgoz (Jggozn:f xzjayij)A$) Ay,

=1 j=1 =1

J/

TV
ordem de integragao dxdy

lnll Zn:if (@ij, yij) Az X Ay = le Z < h_r)n in:f xw,yZ])Ay> Az

=1 j=1

N J

~
ordem de integragao dydx

que equivalem a escrever o integral duplo como sequéncia de dois integrais
simples (cada um numa sé variavel).

Embora com menor rigor, também se pode escrever

J[ remaa- Lbdx[df<x,y>dg - lddy/abf(x,y>dx

TV TV
ordem de integragao dydx ordem de integragao dxdy
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ou ainda,

[ rwmaa- \/ab/cdf(:c,y)dydxj - \/cd/abf(x,y)dxdy:

ordem de integragao dydx ordem de integragao dxdy

Esta 1ltima notacao presta-se a enganos em dominios de integracao D que
nao sejam retangulos, pelo que é de evitar. Note que a indicacao

/ /R f (2, ) dudy

em vez de / / f (z,y) dA nao indica, por si s6, qualquer ordem de integracao
R

(ndo constam os extremos de integragao).

O célculo de integrais duplos reduz-se assim ao cdlculo de integrais sim-
ples. No célculo de cada integral simples apenas uma das varidveis, x ou v,
é considerada como tal. Em consequéncia, o cédlculo de primitivas envolvido
carece de atender a qual das varidveis se refere (tipo "primitivacao parcial").

Exemplo 3 O cdlculo do integral duplo

//ny—l—sin(:c) dA

da fungao f (z,y) = xy+sin (x) no retdngulo R = [0, 7] % [1,2] pode ser feito
por qualquer uma das ordens de integrac¢ao:

T 2 ™ 2 2
/ (/ xy + sin (x) dy) dr = / [xy— + sin () y} dz
Jo 1 . 0 2 1

T4 1
= / r= + (sinz)2 — (:c— + sinx) dx
. 2 2

ordem de integra¢ao dydz
T 1
= / 2z + 2sin (x) — 2%~ sin (z) dz
0

T 1
= / 2z +sin () — -z dx
0 2
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122"
— 2 _ _
= |z° —cos(x) 27,

1 2
= 7r2—cos7r—§%—(0—cos()—0)

172
= m4+1--—— (-1
™ + 579 ( )

3
— ZH +92
ou

[([rrme a)a = [ [Er-ww] o

N J/

~~
ordem de integra¢ao drdy

3
= Z7T2+2.

Consideremos agora o caso de dominios de integracao D como mostra a
figura abaixo.

y=g2(x)
A . A Y=2(%) A )
y y=8(x) y y
D D
oa J b x ola ¥ b x 0
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Cada um destes dominios pode ser definido por
D={(z,y) eR*:a<z<b A g(z)<y<g:(v)}

através de fungoes ¢ e g continuas em [a, b]. Sem necessitar de considerar um
retdngulo R que contenha este dominio de integracao (conforme ja referido),

podemos calcular o valor do integral duplo f (z,y) dA pela expressao
R

//Rf@,y)cmzfab /jjf(zc,y)dy dr.

J

~
ordem de integragao dydx

O dominio de integracao D é regular segundo o eixo do y — razao pela qual
é privilegiada a ordem de integracao dydx — pois:

(a) qualquer reta vertical que passe por um ponto interior a D interseta
a fronteira de D apenas em 2 pontos, e

(b) D é limitado pelas retas © = a e x = b e pelas curvas y = ¢; (x) e
y=go(r) coma<beg (z)<gs(z).

Se pretender aprofundar o aparecimento dos integrais simples atenda a
nota abaixo?.

Embora se possam omitir os parentesis

J[ raaizay = [ b / (()) £, y)dyda

2Considere que a fronteira da regido D ndo intersecta nenhuma reta paralela ao eixo
dos yy em mais do que 2 pontos. Desenhe as rectas tangentes a fronteira da regiao D
que sejam paralelas aos eixos coordenados: sejam x = a € z = b com pontos de tangéncia
X e X/ ,esejam y = cey = d com pontos de tangéncia Y e Y/. Sejam y = g1(x) e
y = g2(z) as equagdes dos arcos XY X’ e XY’ X', respetivamente. Divida o intervalo [a, b]
em n sub-intervalos de amplitude Az. Da mesma forma, divida o intervalo [c,d] em m
sub-intervalos de amplitude Ay. Assim, a regido D fica subdividida num certo nimero de
retangulos R;; com dreas Az x Ay e num certo nimero de outras subregioes que se podem
ignorar. Escolha em cada retangulo R;; um ponto (z;j;,y;) e calcule a sua imagem pela
fungdo f. Escolha um dos subintervalos do intervalo [a, ], isto é, fixe um dos ¢’s, para
construir a soma

Zf(xijvyij)Ay Az

=1

que envolve todos os retdngulos correspondentes ao subintervalo [z;_1,;], isto &, todos
os retangulos da i-ésima coluna. Considere o limite da soma anterior quando m — oo, ou
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deve ficar claro que o cédlculo do integral duplo requer o célculo de dois inte-
grais simples pela ordem indicada: primeiro o integral de f(z,y) em relagao
a varidvel y (considerando x como constante) desde y = ¢gi(z) (a fonteira
inferior do dominio de integragdo D) até y = go(x) (a fronteira superior de
D); depois o integral da expressao obtida na varidvel x no intervalo [a, 0] ,isto

é, do extremo esquerdo do dominio de integracao D até ao extremo direito
de D.

Consideremos agora o caso de dominios de integracao D como mostra a

seja, quando Ay — 0,

nliLnOOZf(inJ',yz'j)AyAJf = lim (Z f(xijyyij)Ay) Ax
j=1 Jj=1

que é igual, segundo a defini¢ao de integral a uma s6 varidvel (a varidvel y), a

g2(ws)
/ f(z,y)dy | Az
g1(w:)
e designe-o por ¢, (z)Ax.

Considere agora a soma das n colunas e o limite quando n — oo, ou seja, Ax — 0

n b
lim ngi(x)Ax :/ o(x)de,
i=1 a

equivalente, de novo pela definigdo de integral a uma unica varidvel (a varidvel ), a

n b b 92()
I (2)Az = dz = y)dy | de,
Jm 3 (o)A | et~ [ (/ ) y> .

1(z)

ou seja,
n m b b g2(x)
tim S tim (3 flesun)aw | o= [o@ie= [ [ sy | a.
e T\ =t a a \Jai(2)

donde se conclui que

J[ f sty = [ b ( / (()) f(m)dy) dr.
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figura abaixo.

p— i }v'
yA x=h(y) ‘é“ D x=hy) dA
d

D 4]
x=hi(y)
c
. X . c
'/ x=hi(y)
x=hi(y)

Cada um destes dominios pode ser definido por
D:{(l’,y)ER2Zh1(l’)SI’ShQ(ZI)) A cgygd}

através de fungdes hy e hy continuas em [c,d]. Sem necessitar de considerar
um retangulo R que contenha este dominio de integracao, podemos calcular

o valor do integral duplo / / f (z,vy) dA pela expressao®
R

//Rf<x,y>dA=/cd (/(())my)dx) dy.

J/

TV
ordem de integragao dxdy

O dominio de integracao D é regular segundo o eixo do x — razao pela qual
¢é privilegiada a ordem de integracao dxdy — pois:

(a) qualquer reta horizontal que passe por um ponto interior a D interseta
a fronteira de D apenas em 2 pontos, e

(b) D é limitado pelas retas y = c e y = d e pelas curvas © = hy (y) e
x=hy(y) comc<dehi(y) <hs(y).

30bviamente que a ordem pela qual se efectuam as somas referidas acima pode ser
alterada, isto é, podemos somar o relativo aos retangulos da j-ésima linha e sé depois
considerar a soma das m linhas. O resultado obtido é outro integral iterado

[ oo

onde x = h1(y) e © = ha(y) sdo as equagdes dos arcos Y XY’ e YX'Y’, respetivamente
(ver nota anterior).
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Pelo exposto, verificamos que o cédlculo de integrais duplos envolve a es-
colha de uma ordem de integracao e o cdlculo sucessivo de dois integrais numa
s6 varidvel. Para tal, dado um dominio de integracao D, é necessério deter-
minar os limites de integracao em cada um dos integrais simples envolvidos.

Pode ocorrer maior dificuldade se o dominio D nao for um conjunto
conexo. Um conjunto D diz-se convexo quando ax + (1 —«a)y € D sem-
pre que z,y € D e para todo o a € [0, 1], ou seja, sempre que 2 pontos
pertencem a D também o segmento de reta que os une estéd (inteiramente)
contido em D. Nas figura seguinte, apenas os conjuntos da esquerda sao

convexos®.

ar+(l1-a)y, 0<a<l1

® 4
D W<

Quando o dominio de integragao D nao é convexo (ver Exemplo 8) é necessario
subdividi-lo num nimero finito de subconjuntos convexos D;, onde uma das
ordens dxdy ou dydr possa ser usada e aplicar a seguinte propriedade dos
integrais duplos:

//Df(%y)dflz/le(flf,y)dAJr/sz(x,y)dA

onde D = D; U Dy e Dy e Dy nao se sobrepoem excepto nas respetivas fron-
teiras. Note que esta propriedade pode ser aplicada mesmo que o conjunto
D seja convexo (ver Exemplo 5).

Por vezes é forgoso inverter a ordem de integracao por ser dificil primitivar
a f(x,y) em ordem a uma das varidveis. Considere a esse respeito o Exemplo
6.

4 A nocao de convexidade de conjuntos é mais abrangente:
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Caso existam os integrais duplos envolvidos, sao ainda véalidas as seguintes
propriedades operacionais:

[ fenzo@mar= [[ repaas [[o@ia
//k:f:cydA k/fxy Al parakeR
// f(z,y)dA = /ah(x) (/glg;:)f(x,y)dy> dz |

// f(z,y)dA = /cd (y) - </::j)f(93,y)dx> dy|

Seguem-se alguns exemplos de célculo de integrais duplos.

Exemplo 4 Dada a fungao f(x,y) =z +vy,

2 2z 2 y2 2z 2 4
/ / (x+y)dy | do = / Ty + = dx:/ 4o — 2 — = dx
0 \Ja2 0 2 |, 0 2

_ {496_3 A _] 52
o 15
corresponde ao cdlculo do integral duplo de f no dominio de integra¢dao D
D:{(x,y)€R2:0§:c§2 A x2§y§2x}

na ordem de integrac¢ao dydzx.
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Temos, sequndo a notagdo usada no texto, a = 0, b = 2, gi(z) = 2% e

g2(x) = 2.
O mesmo integral duplo pode ser calculado pela ordem de integracao dxdy

como
1 rvE
/ (/ (x + y)dx) dy.
0 y/2

=0 d=4 h(y) =5 e h(y) = V7

Temos entao

sequndo a notagao indicada no texto.

Exemplo 5 Consideremos agora o integral duplo

1 2z 1 yg 2z
/ </ (x + y)dy) de = / {xy + —} dx
0 \Ja2 0 2 |,

da fungao f(x,y) =z +y no dominio de integragdao
D’:{(x,y)€R2:0§x§1 A x2§y§2x}

na ordem de integracao dydzx.
Se optarmos pela ordem de integracao dxdy, o mesmo integral duplo terd
de ser calculado como seque:

/01 (Aﬂ(x%—y)dx) dy+/12 (Aﬂ(xjty)d:n) dy

2 2

dado que é necessdrio considerar 2 sub-dominios Dy e D} separados pela reta
y = 1 tais que D} U Dy = D. De facto, atendendo a que a reta vertical
x = 1 interseta a pardbola v = 2% quando y toma o valor 1 e interseta a recta
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y = 2z quando y toma o valor 2 (atenda a figura anterior e complete-a) estes
2 sub-dominios serao os sequintes

Yy =2x Yy =2x
2 2
;o Y= ;o Yy =
Di=9 0<cec1 25y 0<u<t
y<l1 I1<y<2

Exemplo 6 Considere o integral duplo

/0 1 ( /3 : exp(x2>dx) dy.

Este integral duplo nao pode ser calculado de forma facil diretamente pela
ordem de integragio estabelecida (dxdy) visto que a primitiva [ exp(a?)dx
nao é de uma primitiva elementar.

O dominio de integracao D deste integral duplo é limitado pelas retas
r =3y, x =3 ey = 0. Para estabelecer o outra ordem de integracao — isto
é, para efectuar inversao da ordem de integracao do integral duplo
— ¢ util representar graficamente este dominio de integracao D.

X=3

Y=x/3

A partir dessa representacao, é entao possivel escrever corretamente a nova
ordem de integracao

y[(gwMﬁm%@::K«Amwmﬂ®>M=Anﬁmﬂﬂ?m

1

= /0 exp(ng)g dr = 6 [exp(xQ)E = é (exp9—1).
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Exemplo 7 Pretendemos calcular o integral duplo || p f(x,y)dA da funcao
f(z,y) = z% no dominio de integracaoD definido pelas curvas vy = 16,
y=uz,y=0 ex=38. Hd que representar graficamente D,

x=8
y=X
41
2T xy=16
L *
0 4 8

para estabelecer as 2 ordens de integragao, que sao

2 8 4 16/y
/ (/ :U2d:c> dy +/ (/ 9320[93) dy
0 Y 2 Yy
4 x 8 16/x
/ (/ xQdy) dx +/ </ 932dy> dx
0 0 4 0

Verificamos através da figura que, qualquer que seja a ordem de integra¢ao
escolhida, é necessdrio separar o dominio de integracdao em 2 sub-dominios:

e Dy e Dy separados pela reta y = 2 quando a opgao é

J(f oo

e D e D) separados pela reta x = 4 quando a opgao é [ (f f(x, y)dy) dx.

O cdlculo por qualquer wma das ordens de integragao conduz ao valor 448
para o integral duplo (proceda aos cdlculos).

Example 8 Pretendemos estabelecer as 2 ordens de integrag¢ao para o in-
tegral duplo ffD f(x,y)dA sendo D definido pelas curvas por y = sinx e
y=cosz para 0 < x < 7 (sem explicitar qual a fun¢ao f).
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A representacio grifica de D ilustra que é um dominio reqular segundo
o eixo do y, mas nao sequndo o eixo do x. De facto, nenhuma reta vertical
intersecta a fronteira do dominio em mais do que 2 pontos enquanto existem
retas horizontais que intersetam a fronteira do dominio em mais do que 2
pontos (neste caso em 3 ou em 4 pontos). Assim, estabelecer a ordem de
integracao dydx é elementar,

uy

/0Z (/S:lojf(%y)dy) dx + /; (/C:j f(:c,y)dy) da,

enquanto que estabelecer a ordem de integragao drdy requer o uso da pro-
priedade apresentada acima

//D f(:c,y)dxdyz/le(x,y)d:cdy—i—/sz(x,y)d:cdy.

Temos entao

J[ s masay = [ AR ( / myf(w)da:) ay
n /( lﬂ)/z ([ stwie) ay

fagdedy = [ ([T sayr) dy

/], ([ yoe)
L sear)
o UL s d
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1.1 Exercicios propostos

1. Determine as expressoes gerais das primitivas [ f(z,y)dz e [ f(z,y)dy
para as fungoes seguintes:

1
(a) f(z,y) = 2®+ 6y* — 5ay? — 102%y> + — + 2y> + 6
T

(b) f(z,y) = (2*+y)'

© fey) =
@ Jo) =
(€) () =
) fo) = S
(&) flz,y) = \/;Ty
(1) () = 4_(1x+y>2
0) S.9) = 3=
0) fe) = =
) Jo) =
10
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2. Mostre que

3 4 3 4
/ (/ x> dy) dr = 1—29 e / (/ zy? dy) dx = 0.
0 1 -3 \J1

3. Mostre que
2 222
559
P42y dy | do = —.
[(L 42y dy) dr = 2

4. Calcule o valor do integral duplo

//x3+2ydA
D

por cada uma das ordens de integracao, sendo D a regiao do plano
limitada pelas curvas v =1, x =2, y =222 ey — 2 = 0.

5. Considere a funcao f(z,y) = zy>.

//f(af,y) dA=—1—15

D:{(:E,y)ERzz <0 Ay>0 A :E2+y2<1}.

(a) Mostre que

sendo e

(b) Averigue ainda se pode retirar algumas conclusoes acerca do valor
do integral duplo da mesma funcao f(x,y) = xy? para os dominios
de integragao:

x>0 <0
D, = y<0 , Dy= y<0
2 +9? <1 2 +y? <1
z =0 z =0
D3E Z/ZO ) D4E )

w?+y? <1 ? +y? <1
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>y xzy
Ds = y=>—x e Dg= < —y
2 +y? <1 22 +9y? <1

(c) Indique, justificando, em que dominios (de D; a Dg) o célculo do
integral duplo corresponde ao cdlculo de um volume.

6. Seja D o circulo de equacao z% + y? < 1 situado no 1° quadrante.

/L[di:%:/D/ydA,

(b) Mostre que é F a afirmacao

(a) Mostre que

y=>0

2
Se D' = entfio//x dA = —.
372+y2<1 D 2

(c) Mostre que ¢ V a afirmacao

y=>0 9
Se D' = entao // y dA = =.
x2+y2<1 , 3

4
7. Mostre que — é o valor do volume limitado pelo plano Oy e pela
superficie de equacao z = zy? na restricao de f ao tridngulo de vértices
A(0,0), B(0,2) e C(1,2).

8. Encontra o volume do sélido limitado superiormente pela superficie de
equacao z = x + y e limitado inferiormente pelo tridngulo de vértices
(0,0,0),(0,1,0),(1,0,0).

9. Determine o valor do volume limitado pelo plano Oy e pela superficie
de equagao z = exp(—y?) dado pelo integral duplo

/0 h ( / " exp(—y?) dy) .



ROSARIO LAUREANO 23

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Considere o integral duplo

/01 </_1:_j f(z,y) dy) da.

Estabeleca a outra ordem de integracao e calcule o valor do integral

e i) — P
Seja D = {(z,y) € R? : 22 <y < 4x}. Mostre que

44
//x+ydA:—8
D

Sabendo que D = {(z,y) € R?: ¢* <z A y >0 A z+y <2}, mos-

tre que
103
2 —y dA = —
// ST

Sendo D = {(z,y) € R?*: z >0 A z <2y < 6}, mostre que

// exp(y?) dA = exp (9) — 1.

Considere o integral duplo

lny
Lol
=T

Inverta a ordem de integragao e mostre que o valor do integral duplo é
10/63 quando f(z,y) = y>.

Considere o integral duplo

1/4 1/24+/(1—4y)/4
/ dy / f(x,y) dz.
1/2— (1 4y)/4

(a) Mostre que o dominio de integragao é

D={(z,y) eR*: 0<y <z —2a*}.
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16.

17.

18.

19.

20.

(b) Tomando f(z,y) = exp (% + :c), calcule o valor do integral duplo

//exp (% —|—x) dA.

D

Prove a igualdade

00 1/24
/ (/ z exp(z°\/y) dy> dr = 1.
1 0
Mostre, usando cada uma das possiveis ordens de integragao, que
2
2
dA = —,
//w 5
D

emque D={(r,y) eR?|0<y<ax A zy<1}.

Mostre a igualdade

e—1

exp [cos (22)] dx = 5

dy /
/ \ /1 arccos(y)/

ordem de integraao

Escreva a soma

(f@éﬁfmww+ f@AHfmwM

através de um tnico integral duplo.

Seja f(z,y) uma funcao real continua e limitada no dominio de inte-
gracao D = Dy U Dy relativo a seguinte soma de integrais

14+4/2— (z 1)2 2 144/ 2—(z—1)?
/ / f(z,y) dy + / dx/ f(z,y) dy.
1-v/2 - 0 z

Jsutifique que esta soma de integrais duplos tem o mesmo valor que

1+/2 14+4/2—(y—1)2
(z,y) dv + / dy f(x,y) dr.

2
/ dy f
0 1—y/2—(y—1)? 1—/2—(y—1)?
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21. Considere o retangulo R = [0, 1] x [0,1] e a fungao

__t~y

(a) Mostre que / / f (z,y) dA nao tem o mesmo valor por cada uma
R

das ordens de integracao.

(b) Os resultados obtidos na alinea anterior contrariam o Teorema de
Fubini? Justifique.

(¢) O que pode concluir quanto a existéncia do integral duplo

//Rf(:v,y)dfl

e quanto a integrabilidade de f no dominio de integracao D 7

22. Escreva as duas ordens de integracao do integral duplo / / f(z,y)dA
D

no dominio de integracao D a seguir representado.
AY

(-2.3) 3| y=3 2.3)

Fy=x+1
(x=1-y N\ (x=y-1)

v

23. Use um integral duplo para calcular o volume da regiao do espaco
representada em cada uma das Figuras 1., 2.a e 3.a.

(a) Figura 1:
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24.

25.

26.

27.

(b) Figuras 2a e 2b

.1{\"
wi A
=]
I
N
I
-

y=VN4-x
li 2.~ ) X 2 x
! 2 2 3
| :
y—-——_—i
2 \'=—\‘4—,\‘5
X x“+y“ =4 .
(c) Figuras 3a e 3b:
Al
4
z=4-4x-2y

Calcule o volume da regiao do espaco limitada pelas superficies z+x2+
v =02 2=0,|z|=aelyl=acom0<a<b.

Calcule o volume da regiao do espago situada no 1° octante limitada
pelas superficies t =1, 2 =x+yex =4 —y.

Mostre que

sendo D a regiao do plano limitada pelasretasz = 3, x = 5, 2y = 1—3x
e2y=4-—3x.

Utilizando os integrais duplos calcule os volumes dos sélidos limitados
pelas seguintes superficies
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2 =2—a% —1?
(a){

2=z +9?
y=uz
(b)
r =4y —y’
2=z +9°
(c)
2 +y2 <1
?+yt=1
(d) ¢ z=0
r+z=1

28. Calcule os seguintes integrais duplos (nos casos necessdrios e/ou pos-
siveis inverta a ordem de integragao):

1 1 3
(a)/ / siny +1 dy | dx
o \Jyz 2
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1.2 Solucoes

10x
3

(6 —4z)y>  102%y* vy
3 i + . + 6y + B(x)

o) [ teapie = E0 g

(22 +y) x

/f(l’ay)dy =—F — t B(x)

/f:cy :—+6xy — 20?2 — +ln\x|—|—6x+A()

/f@wﬂyzﬁy+

) / f(,y)dz = yIn |z + 7 + Aly)

/f:cy ln\x+y\+B()

-3
+3

+ B(x)

.’,U2 y2 ) )
r =" 2] A
/fxy / x2+y 5~ gl i+ Aly)

2+ 2aly—y—(x —x)arctan——{—B( )

g)/f@wﬂw: a;+y+Aw)

/f@wwyzwvﬂ+y+3@)
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h) /f(x, y)dxr = arcsin ‘

29

Y4 Ay)

/f(x, y)dy = arcsin L ;— y + B(z)

/fxy :—ln|393—|—y\+A()

/f(x,y)dy— \/_arctan\/_ (x)

) /f(x,y)d:c:2ln|4:v—|—y2|—I—A(y)

4
/f(x,y)dy = ﬁ arctanv + B(x)

/fxy

[ sty =
o [ 2uf
[y =2

3 (22 +y)°

1
6(a2 +y)

X

+ A(y)

+ B(x)

‘ + A(y) (decomp. em fragoes simples)
T4y

r+y
r—y

In

‘ + B(z) (decomp. em fragoes simples)

2 272
.| (/ d)d@
1 . 15

1/ 2
7./(/:Uy2dy)dx:—
0 2x
2 y/2
/ (/ x> d:c) dy = -
0 0

(ficheiro manuscrito)

(ficheiro manuscrito)
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> /01 </ol_xl° + ydy) dr = %
9. /000 (/Oy exp(—y?) d:c) dy = %
10. /_(1 </0 lyzf(x,y)d:c) dy—l—/o1 (/Olyf(:c,y)da:) dy (inversao: fichei-

ro manuscrito);

>[S

3 r2y
13. / / exp (y?) dr dy = exp(9) — 1 (ficheiro manuscrito)
o Jo

0 (z+1)2 [ exp(—x) 10
14. / / fz,y)dy d93+/ / f(x,y)dy | dr; — (ficheiro
—1 0 0 0 63

manuscrito)

1 pr—a?
15. (b). / / exp (Q + 93) dy dx = g — 1 (ficheiro manuscrito)
0 Jo X

1 1/
16. / / zexp (22\/y) dx dy = --- =1 (ficheiro manuscrito)
0 J1

! z o0 1/z 9
17. / </ xy? dy) dx+/ (/ 21> dy) dr = - = - (ficheiro manus-
0 0 n 0

crito)

1 1/y 9
/ / vy’ de |dy=---= = (ficheiro manuscrito)
0 y

w/4 1 y e—1
18. / exp [cos (2x)] / ————dydx=---= (ficheiro manus-
0 cos(2x) 1-— y2 2
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crito)

1 2—x
19. / dx / f (z,y) dy (ficheiro manuscrito)
0 z2

20. As duas somas de integrais sao relativas ao mesmo dominio de integracao
D, segundo cada uma das ordens integracao; Teorema de Fubini garante
a igualdade.

@ [ ([ rea)a=gr-5= [ ([ 1w i)

(b) Nao contraria o Teorema de Fubini porque a fun¢ao f nao é limitada
no dominio de interagao: lim,_,g -2, f(z,y) = —o0.

2

i

(c) O integral duplo nao existe (embora 3 ambos os integrais iterados)
e a funcao f nao é integrdvel no retangulo R.

0 3 2 s 13
. ordem dydx: /_2 ( . f(x,y) dy) dx+ /0 </+1f (z,y) dy) dx

3 y—1
ordem dzdy: / ( f(z,y) dm) dy
1

1-y

2

N

a a 4
24. / (/ (% — 2% — 4?) dy) dp = -+ = 4b2a2—8%; ausdliar & resolucio:

—a —a
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1 4—g2 48
25. / / (x4+y)dy |de=---= = auxiliar & resolugao:
0 0

2 Integral duplo: mudanca de coordenadas

Em integrais simples (numa s6 varidvel), sabemos efetuar mudancas de
variavel através da igualdade/férmula

b d g1 (b)
[ = [ ste) g a= [ Cronw o i

onde a varidvel x d4 lugar a (nova) varidvel u por meio de uma funcao g
injetiva em [c, d], z = g(u), com g(c) = a e g(d) = b. Temos entao ¢ = g~ '(a)
e d = g'(b). Podemos ainda "aligeirar" a notagao para x = z(u) e escrever
a féormula anterior como

[ @ = [ ey o @

onde a integragdo (na nova variavel u) tem lugar no intervalo [c, d].

Também em integrais duplos é possivel efetuar mudangas de varidveis.
Uma mudanca de coordenadas num subconjunto R do plano é dada por uma
transformagao de classe C! de pontos (u,v) em pontos (x,y),

T . RCR® —R?
(u,v) — T (u,0) = (z(u,v),y(u,v)) = (2,y)
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tal que o determinante de Jacobi (ou Jacobiano)

a. (ua U) a.. (ua U)

det J (?) (u,v) = zu zv
Y Y

a. (U, U) a.. (U, U)

ou v

nao se anule em nenhum ponto da regiao R. Os pontos (u,v) € R sdo assim
transformados em pontos (x,y) de um (novo) dominio D no plano 2Oy,

designado por transformado de R por T', D = T (R), através das relacoes

X

Se as derivadas parciais de 1* ordem das fungdes componentes z (u, v) e

H
y(u,v) sdo continuas em R (pois f é de classe C') e det J (T) (u,v) # 0,
para todo o (u,v) € R, fica garantido (pelo Teorema da Funcao Inversa) que

H
T é localmente invertivel e que as componentes da fungao inversa (local),
u=u(z,y) ev=u(z,y),
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tém derivadas parciais de 1¢ ordem® continuas na regiao D.

VA

Sy

2.1 Mudanga linear de coordenadas

Vejamos o caso mais simples de uma transformacao linear de coorde-
nadas no plano, 7' : R? — R2, definida genericamente por

Tuy) = (0 utBv,7-ut6-v) = (2,9). (2)
A representagao matricial de T na base canénica de R? &°
_|a b
T - { " ] |

Como tal, o quadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1), de drea igual a 1,
é transformado por 7' no paralelogramo de vértices, respetivamente, O (0, 0),

>0 Teorema da Funcdo Inversa nio é abordado no programa da UC. .
Contudo, este teorema garante que o determinante de Jacobi da transformacio 7' é
dado por

det J (?_1> (z,y) =

6Note que
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A, 7), B(8,0) e C(a+f,7+0).

A drea do paralelogramo [OABC] é igual” ao médulo do determinante da
matriz T', ou seja,

drea [OABC] = mod (det M) = mod C; ? ‘ =mod () — v8) = |ad — 5]

Vemos assim, que o transformado por T de um pequeno retangulo de lados
Au e Av é um paralelogramo gerado pelos vetores

Au-(a,y) e Av-(5,9),

sendo o elemento drea multiplicado por um fator igual ao médulo do determi-
nante da matriz 7. Esta conclusao pode ser usada no contexto de mudancas
de varidveis em integrais duplos como

// f(z,y)dedy = //f (cu + pu,yu + dv) - |ad — ~B| dudv. (3)
D R

"Para tal, é conveniente relembrar como a drea de um paralelogramo no plano pode ser
calculada através do determinante de uma dada matriz. Sejam @ = (a1,a2)e b = (by,bs)
vetores no plano. A drea do paralelogramo de vértices O (0,0), A(a1,a2), B(b1,b2) €
C=A+ B = (a1 + b1,a2 + b2) & igual ao médulo do determinante da matriz

aq b1
a9 bg

—
. ~ — .
cujas colunas sao os vetores @ e b, ou seja,

ai

area [OABC]| = mod (det M) = mod !
az by

= mod (a1b2 — azbl) .
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Exemplo 9 Consideremos o integral duplo

// ry? dA = // zy? dxdy,
D D

da funcao f (z,y) = zy?, no dominio de integracdo
D:{(x,y)€R2:3§x§5 A 1—3x§2y§4—3x},

que é um paralelogramo. Sequndo o exercicio 26 da Subsecgdo 1.1., o valor
deste integral é 1185/4. Nesse cdlculo foi escolhida a ordem de integragao
dydx. Pela ordem inversa dydz, teriamos que considerar o paralelogramo D
subdividida em 8 subconjuntos do plano.

Calculemos agora este integral duplo através de uma mudanga de coorde-
nadas que transforme este dominio D num retdngulo onde, como sabemos, a
ordem de integragdo é pouco relevante (sempre que se verificarem a condigoes
do Teorema de Fubini). A condi¢io 1 — 3x < 2y < 4 — 3z que carateriza D
¢ equivalente a

1 <2y+3z < 4.

Como tal, se tomarmos u = 2y + 3x e v = x obtemos o retdngulo
R:{(u,v)€R2:1§u§4 A 3§v§5}

no plano uOv.
A mudanga de coordenadas u = 2y + 3x e v = x é descrita pela transfor-

macgao linear f(u, y) = (v, u—2 U) que se obtem da resolucao do sistema
u =2y + 3x
v=2x
em ordem a x ey,
u=2y+ 3z u=2y+3v y:u—3v
& & 2 (4)
v=u r=v =0

A representacao matricial de T' é a matriz

0 1
T=[7(1,0) f(o,n}:[l §],
2 2



ROSARIO LAUREANO 37

Pela ordem de integra¢ao dvdu temos

2 4 5 2
9 B u—3v\" 1 B u—3v\" 1
//D:Uy dxdy—//Rv( 5 ) 2dudv—/1 (/311( 5 ) 2dv du,

e, pela ordem de integragcao dudv, temos

2 5 4 2
9 B u—3v\"1 B u—3v\" 1
//D:Uy dxdy—//Rv( 5 ) 2dudv—/3 (/1v< 5 ) 2du dv

Prosseguindo com o célculo pela ordem dudv, temos

//D:L“dexdy = %/3511(/14Wdu>dv
= é/35v</14(u—3v)2du>dv%/3511[@]?0&)

1 5
= — [ v[4- 3v)° — (1 — 31})3} dv.
24 /5
Desenvolvendo as poténcias de 3, calculamos este integral simples e obtemos
1185/4 como walor do integral.

1
Note que o determinante —3 da matriz T pode ser obtido como o nimero

inverso do determinante da matriz T—' que represente matricialmente a
transformacao inversa T—1. De facto, temos T~ (z,y) = (2y + 3x,x), logo

T =[T"1(1,00 T'(0,1) ] = H (2)}

A matriz T~ tem determinante —2, logo a sua matriz inversa T tem deter-

minante 1 ] ]
det/T' = ——— = — = ——.
TGt () T 27 2

Este altimo procedimento evita a resolugio do sistema (4).
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Voltando & transformacao de coordenadas em (2),

—

Twy) =(au+p-v,vyut+dov],

z(u,v) y(u,v)

verificamos que as entradas da matriz 1" sao as derivadas parciais de 1* ordem
de T,

Oz Ox Jdla-u+p-v) dla-u+p-v)
— ou Ov ou ov {a ﬁ]
( ) Jdy 0Oy O(y-u+d-v) O(y-u+d-v) v 0
ou Ov ou ov

Assim, o fator multiplicativo |ad — /3| sobre o elemento drea, presente em
(3), ndo é mais do que o determinante da matriz Jacobiana da transformagao

T. Este determinante de Jacobi é usualmente representado por

igualdade (2) pode entao ser escrita como

//Df(:c,y)dxdyz//Rf(:c(u,v),y(u,v)).mod (%) .

2.2 Mudancga de coordenadas: caso geral

ﬁ
A férmula anterior é vdlida para qualquer transformacao 7T de coorde-
nadas que seja conveniente em integrais duplos, mesmo que nao-linear.

U4 YA

.\_ — //" (x1s 1)
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Contudo, ¢ exigido que as fung¢oes componentes x (u,v) e y(u,v) devem
ter derivadas parciais de 1* ordem continuas na regiao R do plano uOv e que

o determinante de Jacobi det J (?) (u,v) seja ndo-nulo em R.

Consideremos a seguinte figura, que particulariza a transformacao de um
ponto P (u,v) no plano uOv num ponto @ (z,y) do plano xOy.

Va dudv

VA dxdy

u u-+du U \_‘/

Tomando curvas de nivel u = ¢; e v = ¢ no ponto ) e atendendo ao
significado geométrico das derivadas parciais de 1% ordem (envolvidas na
diregao das respetivas retas tangentes), temos

. Ox — dy —
a= (au(u,v)- 61+au(u,v)- 62) du

. oz — dy —
b= ((% (u,v) - 61+(%(u,v)- 62) dv.

Entao os elementos du - dv (do retdngulo) e dx - dy (do paralelogramo)
relacionam-se pela expressao

dx - dy = |a x b| = mod | det 5 du - dv

ou seja,

dx - dy = mod <det J (?) (u, v)) dudv = mod <

Q| Q
=E
AN
S~
L
IS
IS
I~
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Atendendo a forma como é definido o integral duplo — através de somas de
Riemann onde consideramos sucessivas divisoes do dominio de integracao em
retangulos de drea cada vez menor —, obtemos a férmula de mudanca de
coordenadas como

f(z,y) dedy = f(z(u,v),y (u,v)) - mod M dudv| (5)
D R 9 (u,v)

onde o elemento drea drdy deu lugar a mod <8 (. y)) dudv.

0 (u,v)

2.3 Mudanga para coordenadas polares

Consideremos o integral duplo

/ /D fla) da= [ /D F(z,y) dudy

em que o dominio de integracao D é uma regiao circular. Neste caso, pode
ser 1til o uso de coordenadas polares no cédlculo do seu valor, sempre que
essa escolha nao impega primitivar a funcao integranda resultante. Quando
o dominio de integracao D é uma regiao circular centrada na origem, o uso
de coordenadas polares ¢ ainda, em geral, mais conveniente.

Quando se utilizam coordenadas retangulares (x,y) o sistema de referéncia
¢ dado por um par de retas perpendiculares, os bem conhecidos eixo do z
e eixo do y. Para definir coordenadas polares é utilizado um sistema de
referéncia que consta de um ponto O, designado por pdlo, e de um raio que
se inicia no ponto O, designado por eizo polar.

Concretamente, um ponto P tem coordenadas polares (7, 6) se estd posi-
cionado a uma distancia r do pélo O e 6 é a amplitude (em radianos) do
angulo (medido no sentido positivo) que a semi-reta OP determina com o
semi-eixo positivo dos zz.
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P(r,0) =P(x,y)

0] X X

Contrariamente ao que acontece com as coordenadas retangulares, as co-
ordenadas polares nao estao univocamente determinadas. De facto, geomet-
ricamente nao existe distingao entre pontos (7, 01) e (1, 02) quando a diferenga
01 — 65 é um multiplo de 27, isto é, quando

(r,03) = (r,01 + 2n7) , para algum n € Z.

E, no entanto, usual considerar # como a amplitude do menor dos angulos.
Temos entao®,”

reRy e 0€l0,2n].

Da figura acima, deduzimos facilmente a relacao entre as coordenadas
polares (r,0) e as coordenadas retangulares (x,y). Dado que

x ) Y
cos) = — e sinf ==,
r r

obtemos

T =r1-cosf

y=r-sinf

Esta relagao implica que

in 6
tanf = smy _ Y

cosf =z

8Embora de possa considerar, por conveniéncia, 6 € [0y, 0y + 27] para algum 6, € R.

9Note que, com a amplitude § = 27 obtemos o mesmo ponto que com # = 0, para o
mesmo raio polar . Como tal, considerar 6 € [0,2n[ é, em geral, suficiente. Contudo,
para boa defini¢ao dos integrais duplos, consideramos neste contexto, 6 € [0, 27].
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2?4 y? =12 cos? 0+ 12 - sin?0 = 17 - (cos? 0 +sin?0) =12 -1 =12,
Temos entao (note que r > 0) a relagao inversa

= VETE

f = arctan <y>

T

O uso de coordenadas polares (r,f), em alternativa as coordenadas re-
tangulares (z,y), no cdlculo de integrais duplos

/nyKx,y)dAszg/y;f(x,y)dxdy

conta com a transformacao

—

T (r,0) = (r-cos,r-sinf) = (x,y)

que permite uma caraterizagao dos pontos (x,y) do dominio de integracao D
(no plano zOy) como pontos em coordenadas polares (r, ) que constituem
uma (nova) regiao R. O determinante de Jacobi de T" é

or Ox
= Oy | oar 90|
detJ(T)(r,Q) = 00 dy oy =

or 00

= r-cos’f — (—T-sin2«9) =r (cos2t9+sin2(9) =,

cos —r-sinf

sinf r-cosf

logo, como r > 0, o médulo a considerar em (5) é

mod (G057 ) =

A férmula de mudanga para coordenadas polares em integrais duplos resulta
entao em

//Df(x,y) dA = //Df(iﬂ,y) diﬂdy://}%f(r-cosé’,r-sinﬁ)-rdrd@.
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Notemos ainda que, se admitimos que a fungdo f(z,y) é continua em D,
entao a funcao composta

(fof) (r,0) = f(r-cosf,r -sinf)
também é continua em todos os pontos da regiao R.

Exemplo 10 Consideremos o integral duplo

//D exp (z* +y°) dA

7

onde o dominio de integracao D é a regiao do plano limitada pela curva
y =1 — a2 e pelo eivo do x. A funcio integranda f (z,y) = exp (22 + y?)
nao tem primitivacao imediata nem em x nem em Yy, 0 que motiva uma
mudanca de coordenadas. Temos

y=Vl—-22e P =1-22 Ny>02>+y>=1 A y>0.

Logo o esbo¢co de D é o semicirculo de centro na origem e raito 1 situada no
1° e 2° quadrantes.

Sendo D uma regiao circular centrada na origem O dos eixos, é de considerar
a mudanca para coordenadas polares. Em D a amplitude 0 varia entre 0
(por exemplo, no ponto (1,0)) e m (como no ponto (—1,0)). Fizado 6 €
[0, 7], o raio polar r varia entre O (no ponto (0,0)) e 1 (todos os pontos da
semicircunferéncia de centro na origem e raio 1). Obtemos entdo uma regiao
R caraterizada por

0<f<m e 0<r<l.
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Dado que a expressao x2 + y? presente na funcao integranda é r*, temos

[ S
- /01(/Oﬂexp(r2).rd9)d'r
~ [ty ([1)a
= e ®)r g de= (o) ron

— g/@ exp('r’2)~27’ dr:g[exp(r2)}é= (e—1).

Note que o integral duplo podia, com o mesmo grau de dificuldade, ser calcu-
lado pela ordem drdf por

//D exp (z° +y%) dA = //Rexp (r?)-r drdf = /Oﬂ (/Olexp (r?) - r dr) 0.

Nem sempre a caraterizacao em coordenadas polares de um dominio de
integragao D (no plano zOy) é uma regiao R do tipo

o[ 3

R={(r0):a<0<pg AN a<r<b}

com valores constantes «, 3, a e b. A caraterizacao pode conduzir a uma
regiao R do tipo

R={(r0):a<0<3 N g (0) <r<gy(0)}
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para 0 < 8 — o < 2.

0=p r=nh,(0)
D
/
/
» —
LB NI o=
AN a \ R
0 Nr=h,(6)

Neste caso, escrevemos

//f(x,y) dedy = //f(r-cos@,r-sin@)-rdrd@
D R
8 h2(0)
= / / f(r-cos@,r-sinf)-r dr|df.
a h1(0)

Exemplo 11 Consideremos o integral duplo

J[ 32 aa

onde o dominio de integracio D € a regico do plano limitada pela curva
22 +y? =2y = 0. A curva 2> +y* —2y = 0 € a circunferéncia de centro (0,1)
e raio 1, atendendo ds equivaléncias

-y =0+t —y+l=1a22+@y—-17>=1
O esbogco de D ¢é

S}
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pelo que nao é facil o cdlculo do integral duplo por qualquer uma das ordens
de integracao dxdy ou dydx. O uso de coordenadas polares é uma alternativa
de cdlculo. A curva 2% +y* — 2y = 0 ¢é escrita em coordenadas polares como

(r-cosf)® + (r-sinf)?> —2(r-sinf) =0 < r2 — 2rsinfh = 0,
(na verdade sabemos que x* + y* = r?). Temos ainda

r?—2rsind = 0&r-(r—2sinf)=0&r=0V r—2sinf =0

&S r=0V r=2sinb.

Como o eizo do x é tangente a circunferéncia que limita o dominio D, entao
a amplitude do dngulo 0 varia entre 0 e . Obtemos entdao a regiao R definida
por

R={(r,0):0<6<m A 0<r<2sinf}.

O integral duplo é entdo calculado como

//3:L°dA = //333d:ndyz//i%(r-cosé’)-rdrd@
D D R
T 2sin 0 T 2sin 6
= / (/ 3(r-cos€)-rdr)d0:3/ cos@-(/ 7“2(17“)0[6’
0 0 0 0
T 31 2sind T . 3
= 3/ cosf - {T—] d6’:3/ cosé’-(gsm 9—0) do
0 3 Jo 0 3

sin 6

= 8/ cos@~sin39d9:8[ } =8(0—-0) =0.
0 0

Consideremos agora o cdlculo de um volume onde ¢ ttil a mudanca para
coordenadas polares.

Exemplo 12 Pretendemos calcular o volume da regido S do espago limitada
pelas superficies

x——l——zl, z2+y=2a e z=0,

com 0 < b < 2a.
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2 2
. X , - L,
A superficie — +-5 =1 é um cilindro eliptico que se desenvolve ao longo

do eiro.do z. A superficie z +y = 2a é um plano paralelo ao eixo do x. A
superficie z = 0 é o plano xOy. Como tal, obtemos o sequinte esboco para a

regiao S:
/\

-
C J

W

"

§
AN

2 2
x
Podemos considerar a elipse no plano xOy de equagao — + % =1 como
a magor sec¢do plana D desta regido S, ou seja,

2 2
_ 2 ¥ Y
D—{(x,y)eR .§+ﬁ— }
Assim, a regiago S é definida por
S:{(x,y,z)ERS:(:U,y)ED A 0§z§2a—y},

e o seu volume pode ser calculado pelo integral duplo

vol(S) = / /D (2a — y)dA
v

1o Q) () =

¢ conveniente aplicar a mudanga para coordenadas X e 'Y definida por

x=2 A v=?
a b

para transformar a elipse (do plano xOy) numa circunferéncia no plano
XOY. Trata-se de tomar a transformacao

T(X,Y) = (az,by) = (X (z,9),Y (z,y))

Atendendo a que

i
CL2
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cujo determinante de Jacobi é

Obtemos entao

vol(S) = //l(2a —bY)-ab dXdY

em que D' é definido por
D={(X,Y)eR: X*+Y?=1}.
Como D’ é uma regido circular do plano XOY centrada na origem, uma

possibilidade de prossequir com o cdlculo é considerar a mudanca para coor-
denadas polares seqgundo a relacao

X =7r-cosf
Y =r-sinf

Em D’ temos a amplitude 6 entre 0 e 2w e o raio polar r entre 0 e 1, a que
corresponde

Assim.

vol(S) = //l(2a—bY)-ab dXdY://R[2a—b(r-sin9)]-ab-rd’rd@

2m 1
= / (/ (2a — brsin 0) abr dr) do
0 0
27 1
= ab/ [2@— — b— sin 9] do
0 0

2 2
= ab/ <a—b smé’) df = ab {aﬂ—l—b} cos@]
0 3 0

1 1
= ab|a2r + b= —b=) = 27a’b.
3 3
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2.4 Exercicios propostos

1. Considere o integral duplo

/D/:vy dA

no dominio de integragao D limitado pelas rectas y =z + 1,y = z,y =
—z+4ey=—x+1.

)
(a) Mostre que > é o valor do integral.

(b) Confirme o valor do integral quando utilizada a mudanga para
coordenadas u e v tais que

U=y—r € v=x-+Yy.

1= [[raa

com D= {(z,y) eR2: 22+ 1> <1 A y>0}.

2. Considere o integral duplo

(a) Calcule I pelas ordens de integragdo dzdy e dydu.

(b) Pode concluir, a partir da alinea anterior a), acerca do valor do

integral duplo
Ji= / / x dA

para D' = {(z,y) eR?: 22+ 1> <1 A y>0 A <0} ?

(c) Calcule o valor do integral I” = / / y dA pelas ordens de inte-
D
gracao dxdy e dydzx.
(d) Pode concluir, a partir da alinea anterior c), acerca do valor do

integral duplo [ = // y dA?

(e) Confirme os valores obtidos para os integrais duplos I, I’, I" e I"
usando mudanga para coordenadas polares.



ROSARIO LAUREANO 50

3. Utilize uma mudanca de coordenadas conveniente para calcular o inte-

gral duplo
/ / xy dA
D

sendo D = {(z,y) eR*: 22+ ¢y* <1 A >0 A y>0}.

4. Utilize coordenadas polares para calcular o valor do integral duplo

[[vaa

com {(x,y) € R?: 22 +y* — 2y < 0}.

5. Calcule o valor do integral duplo

1
—=dA
/D\/.T2—|—y2
com D ={(z,y) eR?: (z —1)*+y* <1 A y>0}.

6. Mostre que

sendo D o paralelogramo limitado pelas rectas

r=3, =05, 3r+2y—4=0-¢e 2y+3z=1.

7. Utilize uma mudanca de coordenadas apropriada para mostrar que

//D (a;y+%) dA:—§(1+1n2)

sendo D o dominio plano limitado pelas curvas

1 1
y=2a, y=22", y=— e y=-—.
X X

8. Verifique que

// (22%y + 2y®) dA =4
D

para D limitado pelas curvas y = 22 + 1, y =22, oy =3 e xy = 1.


1185

4

4
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mostre que

1 In2
— dA ===
/Dy2 2

onde D = {(z,y) e R*: 1 <22 +9y*<4 A x<y<2z}. Pode usar
dois processos distintos de mudanga de coordenadas.

Verifique, utilizando coordenadas polares, que
137
/2 2 JA = 2

/ /D Ty 18

com D definido pelas curvas 22 +¢y> = 9, 22+ 9y = L,y =z ey =
V3. [note que se usar outra mudanga de coordenadas poderd obter o

2 1
resultado na forma 3611(1 +2\/§]

Verifique que
4
// /1‘2+y2dA:—7r
D 3
para D = {(z,y) e R?: 22+ y* <9 A —y <z <y}.

Resolva o exercicio 23.b. da Subseccao 1.1 através de coordenadas
polares.

Confirme, através de coordenadas polares, que o volume da esfera de
raio 2 é 327/3.

Determine o volume da regiao S do espago limitado pelo paraboléide
de equacao z = 10 — 322 — 332 e pelo plano z = 4.

Calcule o volume da regiao S do espaco situada no interior do cilindro
de equacao 22 + y? = 4 e no interior do elipséide 42 + 4y? + 2% = 64

Calcule, usando mudanca para coordenadas polares, o volume da regiao
S do espago limitada pelos seguintes planos e cilindros:

(@) 2=0, 2=10+2+y e 2*+y* =4

2
b) 2=1, 2=12 -3z 4y e — +42=1.
4
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17.

18.

19.

20.

21.

Determine o volume inscrito no elipséide de equacao
2 2 2
¢y z
N At
4 + 4 + 3

Determine o volume da regiao S do espaco limitada superiormente pelo
paraboléide de equacao z = x? + y? e inferiormente pela regiao D do
plano xOy que estd no interior da circunferéncia z2 + y? = 2ax.

Utilize duas mudancas de coordenadas consecutivas para calcular o

valor do integral duplo
/ / (22 +y)dA
D
2 2

no dominio de integracao D definido pela condigao 9 + ) <1.

Utilize duas mudancas de coordenadas consecutivas para calcular o

valor do integral duplo
/ / (2x +y)dA
D

no dominio de integracao D definido pela condigao (z—3)2+(y—2)? < 4.

Mudando para coordenadas polares, calcule os seguintes integrais du-
plos:

1 py/1—y2
(a) / / V2?2 + y2drdy
-1J0
2 pyV/A—a2
(b) // V2? + y2dydx
0 Jo

1 V1—2x2
(©) / / (2 + ¢2)"? dyde
1720
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1/2 V122
d) / / xy+/x? + y2dydx
o Jo

// exp (—2% — %) dady

2.5 Solucoes

2. a. [ =0 (ficheiro manuscrito)

1
b. Nao. O valor de I' é —3 (ficheiro manuscrito)
2 . .
c. I” = = (ficheiro manuscrito)

1
d. Sim (embora com muito cuidado!). O valor de " é 3 (ficheiro ma-

nuscrito)

| —

4. w

5. 2 (ficheiro manuscrito)

14. //6—3(932+y f (f (6 — 3r?) - rdr)d6’:67r

15. //2\/64 L@+ ) dA = [; (5 262 =4 v dr) o

647r
= (8-3v3)

16. a. //10+x—|—y 0lA=fO27T <f02(1+rc080+rsin0)-rdr) df = 407
D
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b. // 12—3z—4y—1dA = f027r (fol (11 — 6rcosf — 4rsinf) -2 -r dr) df
D

=227

™ a COs 34
18. //x +1y? dA = ng(fQ o2 Tdr)d@: (z27r
D






