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"— Por favor, poderia me dizer que caminho devo seguir agora?
— Isso depende bastante de até onde vocé quer chegar."

Lewis Carrol - Alice no Pais das Maravilhas
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N o AR @ i S - Ma /[ Yaat L
Nesta UC vamos seguir a evolugdo do conceito de funcido de uma sé varidvel (iniciado em 1673
por Leibniz) para dominios de dimensao superior, maior ou igual a dois.

A necessidade do uso de funcdes a varias varidveis € evidente, visto que sdo frequentes na
modelacdo de situacdes praticas em fenomenos da vida real, descrevendo de maneira inica uma
quantidade a custa de outras quantidades. A titulo de exemplo, podemos considerar:

e O custo de producdo C de determinado produto depende essencialmente do custo da matéria

prima ¢; e da mdo de obra c;, ou seja, de 2 varidveis independentes, C = f(c;,c2);

e A temperatura 7 em determinado ponto da superficie da Terra depende da latitude /, da
longitude L e da altitude a, ou seja, de 3 varidvies independentes, T = f(I,L,a).

O século XVI € apontado como o aquele em que a Matemadtica se desenvolveu para resolver
problemas nas ciéncias fisicas. Sendo o mundo fisico multidimensional (3 dimensdes espaciais € o
tempo), muitas das grandezas usados nos modelos envolviam vdrias varidveis. A Astronomia foi
uma das dreas rica em modelos multidimensionais. Podemos referir os trabalhos de:

e Galileu (1564-1642) em Astronomia, cinematica e resisténcia de materiais.

e Johannes Kepler (1571-1630) no desenvolvimento das trés leis do movimento planetario, o
qual ajudou a desacreditar o modelo egocéntrico de Ptolomeu e ajudou a estabelecer a teoria
heliocéntrica de Copérnico.

A andlise de fungdes com vdrias varidveis foi-se sucessivamente afirmando como uma érea
importante na Matemadtica e na generalidade das ciéncias, tanto ao nivel da derivacéo - com o Calculo
Diferencial em R” - como ao nivel da integragdo - com o Célculo Integral em R". Podemos referir
diversos nomes pioneiros nessa analise:

e Jean d’Alembert (1717-1783) - baseado nos trabalhos de Newton, de L’Hospital e de Bernoulli,

o seu trabalho principal Traité de dynamique (1743) ajudou a que a diferenciacdo parcial
fizesse parte do calculo. Desenvolveu ainda métodos para resolver equacdes diferenciais e
estudo o movimento de corpos considerando a resisténcia do meio;
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e Joseph Louis Lagrange (1736-1813) - considerava como seu principal trabalho (que desen-
volveu apenas com 19 anos) os métodos de optimizacdo - existéncia de mdximos e minimos
- a vdrias varidveis (técnica hoje conhecida como dos multiplicadores de Lagrange). Fez
ainda aplicacdo do cdlculo a vérias va-ridveis a mecanica, essencialmente sobre equacdes de
movimentos e entendimento da energia potencial, publicado em Mécanique analytique (1787);

e Pierre-Simon Laplace (1749-1827) - evidenciou-se, ainda jovem, num problema de gravitagdo
miutua que tinha frustrado Euler e Lagrange e generalizou as leis da mecénica para aplicagdao
ao movimento e a propriedades de corpos celestes, publicado em Mécanique celeste;

e Adrien Legendre (1752-1833) - trabalho avancado em equacdes diferenciais no Ambito da
balistica exterior, nomeadamente andlise da curva descrita por bolas de canhao, tendo em
conta a resisténcia do ar, e estudo do alcance quando conhecidas as velocidades iniciais.

Espacos R” e R?

Embora existam outras distincias definidas em R", consideremos a distancia euclidiana definida
por
d(x1,..., %), (ar,....an)|ge = || (X1, .., x0) — (@1,...,an) ]|,

ou seja,

d[(xl,...,xn),(al,...,an)]Rn:\/(xl—a1)2+...+(xn_an)2 e Ry

Em R, ou seja para n = 1, esta distancia traduz-se pelo médulo da diferenga entre os nimeros reais,
2
d(x,a)g =1/ (x—a)" = |x—al.

Seja (ay,...,a,) um ponto de R"” e € um nimero real positivo. A bola aberta de centro em
(ai,...,ay) e de raio € é o conjunto dos pontos (xy,...,x,) € R” cuja distincia ao ponto (aj,...,a,)
¢ inferior a €,

Be(ai,....an) ={(x1,...,x0) €ER" | d[(x1,...,%n),(a1,...,an)|gs < €}

ou ainda,

Be(ai,...,a,) = {(xl,...,xn) ceR" | \/(xl—a1)2+~-+(xn—an)2<8}.

N Eutil concretizar a defini¢do de bola aberta para os valores de n que mais vamos usar na UC:
e Paran =1 abola aberta é o segmento de recta |a — £,a+ £|.

e Paran =2 ¢ ointerior do circulo de centro (a;,a») e raio €, pois obtemos

(x—a))*+(y—ar)* < €.

e Paran =3 abola aberta € o interior da esfera de centro (a1, a,,a3) e raio £, pois obtemos

(x—a1)*+(—a) +(z—a3)* < €%
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Seja D C R". Um ponto (ay,...,a,) € R" é um ponto interior a D se existe uma bola aberta de
centro em (ay,...,a,) e raio € contida em D, ou seja,

38>0 | Bg(al,...,an)CD.

Designamos o conjunto de todos os pontos interiores a D por interior de D e denotamo-lo por /nz(D).
Assim, um ponto (ay,...,a,) € R" é interior a D se pertence a D e também pertencem a D todos os
pontos de uma vizinhanga (mesmo que muito "pequena”) de (aj,...,a,).

Um conjunto D diz-se aberto se todos os seus pontos sdo interiores, D = Int(D).

Seja D C R". Um ponto (ay,...,a,) € R" é um ponto de acumulacio de D se em qualquer
bola aberta de centro (ay,...,a,) existe pelo menos um ponto de D distinto de (ay,...,a,), ou seja,

Ve >0,3(x1,...,x,) € D\ {(ai,...,a,)} tal que
(X1,...,%1) € Be (ar,...,ay).

Designamos o conjunto de todos os pontos de acumulacao de D por derivado de D e denotamo-lo
por D'. Um ponto que ndo seja de acumulagio de D diz-se um ponto isolado de D.

Assim, um ponto (ay,...,a,) € R" é de acumulag¢do do conjunto D se em qualquer sua "vizin-
hanga" existe pelo menos um outro ponto (diferente dele) que pertence a D. Ora, isso implica que
em qualquer vizinhanga de (aj,...,a,) ndo existe apenas um ponto de D mas infinitos pontos de D,
ou seja,

Ve >0, Be (ay,...,a,) ND é um conjunto infinito.

Funcoes em R? e R?

Tipos de fungoes, dominios e grdficos
Distinguem-se dois tipos de funcdes com vdrias varidveis: funcoes escalares e fungdes vetoriais.

Funcoes escalares
Fungdes cujo contradominio é um subconjunto de R, ou seja,

f:DfCR" SR

(X1, sxn) =y =f(x1,...,%,) €ER.

comn > 2.

No caso mais estudado nesta UC, f: Dy C R? — R, em que n = 2, é comum usar (x,y) para a
varidvel vetorial, em vez de (x;,x2), e z para denotar as imagens. Como tal, o grafico de f é o
conjunto dos pontos no espago

Gr(f) ={(x,y,z) €Dy xRCR*xR | z= f(x,y)} CR?,

que pode ser pensado como uma superficie no espaco.



8 Chapter 1. Tépicos sobre os conteddos

= Exemplo 1.1 A funcdo f : R*> — R definida por

flxy) =22+,

de dominio Dy = R?, tem como gréfico um paraboléide circular de vértice (0,0,0) (Figural.1)
(Cédigo em 2.1).
As fungoes
gxy) =5+ +y

h(x,y) = (x=3)*+5",

tém o mesmo dominio. No entanto, o grafico de g € um paraboléide circular de vértice (0,0,5)
(Figura 1.2) e o grafico de & é um paraboléide circular de vértice (3,0,0) (Figura 1.3) (Cédigo
em 2.2). Os gréficos de g e de h correspondem a translacdes do grafico de f: translacdo segundo
o vetor v = (0,0,5) e translagdo segundo o vetor V = (3,0,00), respetivamente. n

Grélfico da fungao K(x,y)=x’+y’

z-aix0

Figure 1.1: Grifico da fungdo f(x,y) = x* +y? restringida ao subconjunto [—5,5] x [—5,5] (Cédigo
em 2.1).

Funcdes vectoriais
Fungdes cujo contradominio é um subconjunto de R™ com m > 2, ou seja,

F:Ds CR' 5 R"
F

(X1, eXn) = V1, ym) € R™.

A funcio ? ¢é definida através de um sistema de m fung des F1, ..., Fy, reais de n varidveis reais -
designadas por fun¢des componentes da fun¢do F - de modo que

V1yos¥m) = (FL (X1, ooy Xn) 5o ooy Frp (X150 00, xp)) € R™.

A cada elemento n-dimensional (xi,...,x,), a fun¢do ? faz correponder um e um sé elemento
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Grifico da fungio glx,y)=5+x +y*

z-aixo

Figure 1.2: Grifico da fungio g(x,y) = 5 +x? + y? restringida ao subconjunto [—5,5] x [-5,5].

Grafico da fungao f(x,y)=(x-2)2+y?

& 8

z-aix0
S5 B K888

Ge o

Figure 1.3: Grdfico da fungdo h(x,y) = (x —2)? +y? restringida ao subconjunto [—3,7] x [-5,5]
(Cédigo em 2.2).

m-dimensional (yi,...,y,) como sua a imagem.

= Exemplo 1.2 A fungéo F: R3\ {(0,0,—-2)} € R?® — R* definida por

—4
?(xl,)@,)@): X1+ 2,x1x3,x1 +x + 2x3, 5 5 3
55 Aro e b - 2)

¢ uma fungéo vetorial de varidvel vetorial (x1,x,x3). As suas fungdes componentes sdo
Fi(x1,x2,03) =x1+2, FB(x1,x2,x3) =x1x3,  F3(x1,%2,%3) = x1 +x2 + 23,

4
B+3+ (3 +2)°

Fy(x1,x2,x3) =
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N Nesta UC vamos também abordar func¢des vectoriais numa sé varidvel, ou seja, com n =1 (ou

seja, para ? :Dz CR — R™, m > 2). Neste caso € usual a designag@o de funcdo vetorial de
varidvel escalar. Temos o seguinte exemplo:

= Exemplo 1.3 A fungio F: R\ {1} € R — R? definida por

Fx) = (x—l—S,xz,xil)

¢ uma fung¢do vetorial de varidvel escalar. As suas fungdes componentes sao

2
Fl(xay):x+37 FZ(xay):xz € F3(xuy):ﬁ'

Dominio de definicdo

E o conjunto de valores das varidveis para os quais é possivel efectuar todas as operac¢des indicadas
na expressio que define a fungao e para obter resultados reais.

Como tal, hd que ter em conta as condi¢des seguintes:

u ..
e na estrutura — exigir que v # 0
v

e na estrutura /u exigir que u > 0
e na estrutura u” exigir que u > 0

e na estrutura log, u exigir que u > 0
. /4
e na estrutura tanu exigir que u # ia +2km com k € Z

e na estrutura cotu exigir que u # +n+2kxw com k € Z
e na estrutura arcsinu ou arccosu exigir que —1 <u <1

Quando temos uma funcg@o vetorial ? = (F1,...,Fp) : D CR" — R™ € necessdrio atender ao
dominio das suas fun¢des componentes F; (com i = 1,2,...,m) pois, para garantir uma imagem com
(todos 0s) m nimeros reais, o dominio D € a intersegdo dos dominios das fungdes componentes,

D? :DF1 ﬂ--ﬂDFm.

m Exemplo 1.4 Considere a fun¢ao vetorial

?(XJ) = (F1 (x,y),F (x,y),F5(x,y)) = <x2+y2 ;y;) 7

cujas fungdes componentes sao
Fi(xy) =2+, Bxy)=h(), Fy)=1/(+2).
Temos Dz =R xR\ {—2,0} C R? obtido pela intersegdo

Dz =Dp NDp,NDp, =R*N(R xR\ {0}) N (R xR\ {-2}) =R xR\ {-2,0}.
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1.2.2 Curvas de nivel

Consideremos fungdes
f:DyCR" =R

(X5 Xn) 2y = flx1,..0,%,) €R

Quando pretendemos saber quais os objectos que t€m a mesma imagem y = k, consideramos a
equagio
k:f(xlv"'axn)v

que caracteriza a curva de nivel k da funcdo.

= Exemplo 1.5 A curva de nivel 14 da fungio f(x,y) = 5+ x% +y? é a circunferéncia de centro
(0,0) e raio 3 pois
14=5+x*+y* & 9=x>+y?

. A Figura 1.4 (Cédigo em 2.3) mostra a representacdo de algumas das curvas de nivel desta
funcdo, onde podemos observar a curva de nivel 14 (a verde). u

Diagrama de curvas de nivel da fungio f(x,y) = 54x% + y*
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Figure 1.4: Diagrama de curvas de nivel da fungio f(x,y) = x*> + y? restringido ao subconjunto
[—3,3] x [-3,3] (Cédigo em 2.3).

= Exemplo 1.6 Considere a funcio f(x,y) = 3x*> +y? cujo grifico é um paraboléide eliptico
(Figura 1.7) (Cédigo 2.4). A Figura 1.6 (Cédigo em 2.5) mostra um diagrama de curvas de nivel
de f [ |

IMPORTANTE: Pode atender aos slides CN https://dl.dropboxusercontent.com/u/
43527540/ApoioGraficoaCurvasNiveleContorno.pdf no estudo de curvas de nivel.


https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaCurvasNiveleContorno.pdf
https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaCurvasNiveleContorno.pdf
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Diagrama do curvas de rivel da fungs f(xy) =5x +y?
7 5

Figure 1.5: Diagrama de curvas de nivel da fungio f(x,y) = 3x* +y? restringido ao subconjunto
[—1,1.5] x [—1,1.5] (Cédigo em 2.5).

Diagrama do curvas de nivel da fungas f(xy) =5 + v
- g .

W

Figure 1.6: Diagrama de curvas de nivel da fungio f(x,y) = 3x? +y? restringido ao subconjunto
[—1,1.5] x [-1,1.5] (Cédigo em 2.5).

Grifico da fungdo f(xy)=5x’+y”

Figure 1.7: Grifico da fungio f(x,y) = 3x 4+ y? restringido ao subconjunto [—1,1.5] x [~1,1.5]
(Cédigo em 2.4).

Limites direccionais

A definicdo de limite € similar a que conhecemos em fung¢des numa s6 varidvel. Contudo, vamos ver
que exige cuidados redobrados. No que segue particularizamos para duas varidveis.

Consideremos uma fungdo f: Dy C R? — R e (a,b) um ponto de acumulagio de D ¢ (Secgdo
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1.1). Diz-se que L € R € o limite de f no ponto (a,b) se e sé se para todo € > 0 existe um
0 = 6 (&) > 0, dependente do € tomado, tal que d (f (x,y),L) < € sempre que d ((x,y), (a,b)) < &
e (x,y) € Df\{(a,b)}, ouseja, Ve > 0,38 = & (¢) > 0 tal que

d((%y),(@,b))ge <& N (x,y) € Dp\{(a,b)} = d(f(xy), L) <&

Considerando a distancia euclidiana, temos L = lim, y)_,(4») f (x,y) see s6 se Ve > 0,36 = 6 (¢) >0
tal que

Va—aP +6-b2 <8 A () €D\ (b)) = If(y)~Ll<e (11)

Esta definicdo € generalizdvel a qualquer dimensdo n > 2. No caso de uma fung¢ao vetorial, é
feito o estudo do limite de cada uma das suas fungdes componentes no ponto (a,b) em estudo.

Relativamente a um ponto na recta real R apenas podemos considerar duas aproximacdes/acessos,
ou pela sua esquerda ou pela sua direita. No entanto, a aproximagdo a um ponto (a,b) no plano
R? pode fazer-se através de qualquer uma das infinitas direccdes do plano que passam nesse ponto.
Como tal, quando ocorrem indeterminacdes ha que considerar os limites relativos como casos
particulares de limites em restricdes da fungao f.

Podem ser considerados vérios tipos de limites relativos:
Limites iterados ou sucessivos:
lim [gr;)ﬂm] e lim [lim / (x.y)]
em que sucessivamente se resolvem dois limites numa sé varidvel, ou x ou y;
Limites direccionais: considerando como caminho uma reta ndo-vertical de declive m que passa
no ponto (a,b); neste caso o limite direccional é

lim f(x,y):lgnf(x,m(x—a)+b),
(x,y) = (a,b) e
y=m(x—a)+b

um limite numa s6 varidvel (x). Em particular, se (a,b) = (0,0) o limite direccional é

lim f(x,y) =lm f (x,mx);
(x,y) — (0,0) =0
y = mx

Limite segundo parabolas: considerando como caminho uma pardbola de eixo vertical (ou de eixo
horizontal) que tem o ponto (a,b) como vértice; neste caso o limite relativo é

lim £(x,y)=lim f (x,k(x—a)2+b>,
(x,y) = (a,b) e

y=k(x—a)*+b
um limite numa s6 varidvel (x). Em particular, se (a,b) = (0,0) o limite relativo é
lim f(xy) =Hlmf (x,kx?).
x—0

(x,y) = (0,0)
y= kx?
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Limites segundo outras curvas: considerando para caminho qualquer outra curva que passe no
ponto (a,b).

O célculo destes limites relativos apenas indicam acerca de um possivel "candidato" a limite L
no ponto (a,b), enquanto todos os calculados forem iguais, ou permitem concluir a inexisténcia de
limite no ponto (a,b) quando sdo encontrados pelo menos dois com valores diferentes. O problema
torna-se ainda mais dificil face a seguinte proposicao:

Proposicdo 1.2.1 Uma fungdo f tem limite L num ponto (a,b) se e s6 se L for o limite de f
restringida a qualquer caminho que passe por esse ponto.

Segundo esta proposicdo € necessdrio que existam e tenham o mesmo valor todos os limites
relativos. Embora os limites segundo rectas (e pardbolas) sejam ja em nimero infinito, ¢ impossivel
calcular todos os limites relativos, ou seja, considerar todas os caminhos que passem pelo ponto
(a,b). Como tal, s6 o uso da defini¢do em (1.1) permite concluir a existéncia do limite de f num
ponto (a,b). Para esse efeito, é em geral necessdrio o uso de algumas das seguintes desigualdades
com modulos,

x| = Va2 < /22 +y?
ly| = vy < V/x24y?
e y| < x|+ [y <24/x2+y?

3/2

‘x3_y3‘ < (x2+y2)

bem como das seguintes igualdades com médulos,

[P x 31 = bl x Iy

‘x’_|x| paray #0|.
i bl

Continuidade

Consideremos uma fungédo f: Dy C R? — R e (a,h) € R? um ponto de acumulacio de Dy (ver
Seccgdo 1.1). A fungio f diz-se continua no ponto(a,b) se e sé se sdo verificadas as trés condigdes
seguintes:

e existe a imagem f (a,b), ou seja, (a,b) € Dy;

e existe o limite lim(x’y)_%a,b) F(xy);

e sd0 iguais os dois elementos anteriores, imagem e limite, ou seja,

lim f(53) =/ (@b).

(xy)—=(ab

A continuidade de f no ponto (a,b) significa no essencial que "sempre que se tomam objectos
(x,y) suficientemente préximos de (a,b) obtém-se valores f (x,y) das imagens tdo préximos de
f (a,b) quanto se queira"

Uma fungdo diz-se continua se o for em todos os pontos do seu dominio. As fun¢des polinomiais
(seja qual for o seu grau) e as fun¢des elementares (seno, coseno, exponencial) sdo fungdes continuas.
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No caso de uma fungdo vetorial, a continuidade num ponto (a,b) é garantida pela continuidade
de cada uma das suas fun¢des componentes nesse ponto.

As regras operacionais com limites que conhecemos a uma sé varidvel, continuam vélidas em
fungdes de varidvel vetorial. Como tal, se f e g forem continuas num ponto (a,b) também sio
continuas a soma f + g, a diferenca f — g, o produto f X g, o produto por um escalark € R, k- f e o

quociente = (onde estiver definido, ou seja, para (x,y) tal que g (x,y) # 0).
8
. . ~ ~ =
O mesmo ¢é valido com a composi¢do de fungdes: se as fungdes ? :Dp CR"—>R"e G :Dg C
R™ — RP? sdo continuas em (ay,...,a,) e ? (ay,...,ay), respetivamente, com ? (D?) C D, entdo

a funcdo composta G o F também é continua em (ai,...,an).

N Se(a,b) € R? é um ponto que nio pertence ao dominio D r de uma certa fungdo f: Dy C
R? — R mas é um ponto de acumulagio de D '+ € existe com valor finito o limite

L= lim X,y),
(x,)f)ﬁ(ayb)f( 2

entdo f diz-se prolongdvel por continuidade no ponto (a,b) (ou que f tem no ponto (a,b) uma
descontinuidade removivel). Significa que podemos construir uma nova fungao f*, designada
por prolongamento por continuidade de f ao ponto (a,b), por

f(x,y) se(x,y) €Dy
[ xy) =
L se (x,y) =(a,b)

cujo dominio é Dy+ = Dy U{(a,b)} # Dy.

1.3 Derivadas de funcées em R? e R?

1.3.1

Derivadas parciais

Numa fungéo f (x,y) cada uma das varidveis x e y é uma varidvel independente e reservamos a
notagdo de z para a varidvel dependente. Como tal, € possivel considerar que x varia mantendo y
como constante, e vice-versa. E o que se pretende com a seguinte defini¢do de derivada parcial.

Sejam f: Dy C R? — Re (a,b) € R? um ponto interior a D . Definem-se as derivadass:

d
derivada parcial de 1* ordem de / na variavel x no ponto (a,b), que se denota por of (a,b) (ou

ox

ainda por D, f (a,b) ou f|(a,b)), é dada pelo limite numa sé varidvel

af 1 f(a+h7b)_f(a7b)
ox (@h) = Jim 3 ’

onde é considerado um "acréscimo infinitésimal" & apenas na abcissa do ponto (a,b). Como
tal, mede a taxa de varia¢do instantinea de f no ponto (a,b) na direc¢do e sentido do eixo dos
xx, por unidade de comprimento.
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d
derivada parcial de 1* ordem de f na variavel y no ponto (a,b), que se denota por a—f (a,b) (ou
y
ainda, Dyf (a,b) ou fy (a,b)), é dada pelo limite numa s6 varidvel
d b+h)— b
dy h—0 h

onde é considerado um "acréscimo infinitesimal" / apenas na ordenada do ponto (a,b). Como
tal, mede a taxa de variacdo instantinea de f no ponto (a,b) na direc¢éo e sentido do eixo dos
yy, por unidade de comprimento.

E mais comum usar k em vez de / (mera escolha de letras!!) na derivada parcial de 1? ordem
na variavel y:

af 1 f(aab+k)_f(avb)
3y (@b) = lim k ‘

N IMPORTANTE: Pode apoiar-se nos slides DD https://dl.dropboxusercontent.com/
u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib. pdf no estudo das derivadas parci-
ais de 1? ordem e, em particular, para o que a seguir é exposto.

d d
Qual o significado geométrico das derivadas parciais de 1* ordem of (a,b) e de of (a,b)?

ox dy

Seja S a superficie do gréfico da fun¢do da z = f (x,y). O significado geométrico das derivadas
parciais € simples - generalizando o que conhecemos para fungdes com uma sé varidvel - e decorre
de considerarmos as duas curvas que resultam dos "cortes" sobre S pelos planos verticais x = a e
y = b, planos que passam no ponto (a,b, f (a,b)).

Seja C a curva que resulta da intersecao do plano vertical y = b com a superficie S. Sendo C a
curva pela qual o plano y = b "corta" a superficie S, entdo C é paralela ao plano xOz. A fungdo f
ndo varia com y sobre a curva C (note que sobre C temos y = b, qualquer que seja x); C é o grafico
de uma fungdo de uma varidvel, a varidvel x, definida por z = f (x,b). Se a derivada parcial

af

dx (a,)

mede a taxa de variagdo instantinea de f no ponto (a,b) na direc¢do e sentido do eixo dos xx, entdo
ela é o declive da recta ¢ tangente a curva C no ponto (a,b, f(a,b)). O vector director da recta t é

(1,0,‘3?:(61,;))) .

Por outro lado, seja ¢ a curva que se obtem pela intersec¢do do plano vertical x = a com a
superficie S. Logo c € paralela ao plano yOz. Sobre a curva ¢ a funcio f nio varia com x (sobre ¢
temos x = a, qualquer que seja y); ¢ € o grafico de uma func¢do de uma varidvel, a varidvel y, definida
por z = f(a,y). Se a derivada parcial

of

aiy (Cl,b)


https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib.pdf
https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib.pdf
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mede a taxa de variacdo instantinea de f no ponto (a,b) na direc¢do e sentido do eixo dos yy, entdo
ela é o declive da recta T tangente a curva ¢ no ponto (a,b, f(a,b)). O vector director da recta T é

(0.2 )

Em muitas situagdes, o cdlculo das derivadas parciais num ponto (a,b) pode ser efectuado
através das regras derivag@o ja conhecidas para fun¢des com uma s6 varidvel, dispensando o célculo
dos limites que definem essas derivadas. Para obter:

af . . ) ~
——(a,b): derivamos em ordem a x considerando y como constante e, apds obter a expressdo geral
ox

da derivada parcial, calculamos o seu valor no ponto (a,b);
af . : ) ~
3y (a,b): derivamos em ordem a y considerando x como constante e, apds obter a expressao geral
ay

da derivada parcial, calculamos o seu valor no ponto (a,b).

No entanto, s6 procedemos desse modo quando, se usassemos a defini¢do, existia uma expressao
comum onde irfamos obter f(a,b) e f(a+ h,b) (ou entdof(a,b+k)). Tal ndo sucede quando a
fungdo f € definida por "imposi¢do" no ponto (a,b) ou quando (a,b) é um ponto que pertence a uma
"curva de mudanga de ramos" da fung@o f; nesses casos, recorremos ao cdlculo direto pela definicao.

A existéncia de derivadas parciais de 1* ordem de f num ponto (a,b) com valor finito nio
implica a continuidade de f nesse ponto, embora obviamente implique a continuidade relativamente

a cada varidvel, ou seja, como funcdo apenas na variavel x e como fun¢do apenas na variavel y.
Seguem-se alguns resultados de continuidade num ponto (a,b) com base nas derivadas parciais de 1* ordem em
pontos duma viznhanga de (a,b):

Proposicdo 1.3.1 Sejam f: Dy CR? — Re (a,b) € Dy um ponto interior a D . Se as fungdes derivadas parciais de
12 ordem de f existem e sdo limitadas nos pontos de uma bola centrada em (a,b) entdo a fungdo f é continua no ponto
(a,b).

Proposicdo 1.3.2 Sejam f: Dy C R?> - Re (a,b) € Dy um ponto interior a Dy. Se as fungdes derivadas parciais
de 12 ordem de f existem com valor(es) finito(s) no ponto (a,b) e pelo menos uma é limitada nos pontos de uma bola
centrada em (a, b) entdo a fungdo f é continua no ponto (a,b).

Se ambas as derivadas parciais de 1* ordem de f num ponto (a,b) existem e sdo finitas, define-se
o gradiente de f no ponto (a,b), que se denota por grad f(a,b) ou V f (a,b) (note que V se 1€ nabla),
como o vector dessas derivadas parciais:

sradsa.6) =1 @b) = (5 @), 5 @),

e d
A projecgdo do vector gradiente grad f(a,b) sobre o eixo dos xx é a derivada parcial of (a,b)ea

dx
projecg¢do do vector gradiente éTaZZ f(a,b) sobre o eixo dos yy é a derivada parcial 3f (a,b)), pois
y
o (O af N Af
sradsab) =1 @) = (Fat). 5 @n) =L an) 7+ S wp)-a

em que Z = {e,e3} = {(1,0),(0,1)} é a base canénica de R2.

—
Se o vector gradiente grad f(a,b) é ndo-nulo, entdo ele é perpendicular a curva de nivel f(a,b)
da fungio f, e aponta na direcgdo e sentido de crescimento da fung@o f a partir do ponto (a,b).
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= Exemplo 1.7 A curva de nivel 25 da fungio f(x,y) = x*> +y? +9 é a circunferéncia de centro
(0,0) e raio 4, pois
P +y +9=25x>+y* =16.

Portanto, 25 é a imagem de todos os pontos sobre esta circunferéncia, por exemplo: 25 =
£(0,4) = f(—4,0) = £(+/8,V/8). A expressio geral do vector gradiente é

—

gradf(x,y) = (2x,2y),

que vamos calcular em cada um dos pontos referidos:
(gTagi £(0,4) = (0,8), que é perpendicular a circunferéncia no ponto (0,4);
5Tcu>l f(—4,0) = (—8,0), que é perpendicular a circunferéncia no ponto (—4,0);
(gTaZZ £(v/8,V8) = (21/8,2V/8), que é perpendicular a circunferéncia no ponto (0,4). n

Circunferbncia de centro {0,0) @ raio 2
T —— —- :

Figure 1.8: Grifico da circunferéncia de centro (0,0) e raio 2, de equagio x> +y? = 4 (Cédigo em
2.6).

= Exemplo 1.8 A curva de nivel 6 da fungdo f(x,y) =2x+y é a recta 2x+y = 6, ou seja,
y = 6 —2x. Um vector director desta recta é (1,—2). Portanto, 6 é a imagem de todos os pontos
sobre esta recta, por exemplo: 6 = f(1,4) = f(2,2) = f(0,6). A expressdo geral do vector
gradiente é

gradf(x,y) = (2,1).

Qualquer que seja o ponto, o vector gradiente é perpendicular a recta no respetivo ponto, pois

2,1)](1,-2)=2-2=0.
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Sao validas as seguintes propriedades, sempre que bem definidas, envolvendo o vector gradiente:

grad(k- f)=k-gradf, k= constante
— _
grad(f+g) = gradf + gradg

— — —
grad(f-g) =gradf g+ f-gradg

— f
d <
gra (g)

— —
_ gradf-g— f-gradg
= p

grad(f*) = k- f* - grad f

1.3.2 Matriz Jacobiana

De certo modo, o conceito de vector gradiente generaliza-se a fungdes vectoriais através da
matriz Jacobiana que também reune as derivadas parciais de 1* ordem.
Sejam ? : D? CR" — R™, com m > 2, uma fungéo vetorial de n variaveis reais definida por

m fungdes componentes Fi, ..., F, reais de n varidveis reais, e (ay,...,a,) € R" um ponto interior
a Dp. Se existem todas as derivadas parciais de 1* ordem das fungdes componentes Fj, ..., Fy, no
ponto (ay,...,a,) e se so finitas, define-se a matriz Jacobiana (ou matriz de Jacobi) de ? no ponto
(ay,...,ay), que se denota por J? (ay,...,a,) ou V? (ay,...,a,) como a matriz m X n dessas
derivadas parciais,

R R

Txl(alr"van) ox (alv"'aan)

n
V?(al,...,an): : : ,

dF, ( ) dF, ( )

— (a a a a

aXI 1 yUn axﬂ 1y s Un e
que se resume como

d(Fi,...,Fy)
V?(Cll, aan) - |:a : =2 (dl, 7an)
(xl ) 7xl’l> mxn
NV € o operador sobre fungdes
Jd d d
ox1’ dxy’ 7 Ixy
que se designa por operador de Hamilton.
Se a matriz for quadrada, o seu determinante designa-se por Jacobiano de ? no ponto (ay,...,dy).

O elemento genérico da matriz Jacobiana VF (ay,...,a,) é

JF,
<8xj (al,...,an))i'_lmm.

j=1,...n
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. . . . . JF;
Na linha i estao as sucessivas derivadas parciais de 1* ordem da fung¢do componente F;, a—’ (ai,...,an)
X
para j=1,...,n. Na coluna j estdo as derivadas parciais na varidvel x; das sucessivas funcoes
JF; .
componentes F, ..., Fy,, B (ay,...,ap) parai=1,...,m.
M
J
Se m = 1 a matriz Jacobiana tem uma Unica linha: € uma matriz linha (de tipo 1 X n) cuja matriz
transposta é o vector gradiente de f : Dy C R” — R no ponto (aj,...,a,) interior a Dy,
— af af
gradf (ay,...,ay) = (ax](al,...,an),...,(yxn(al,...,a,,)
af — af —
= ———@a,...,ap)-e1+---+=5—1(ai,...,a,) ey.
aXI( 17 ) n) 1 axﬂ( 17 9 n) n

1.3.3 Plano tangente e aproximacado linear

Uma fungdio f: Dy C R? — R diz-se diferencidvel num ponto (a,b) € R? interior ao seu

d
dominio Dy se e s6 se existem com valor finito as derivadas parciais de 1* ordem a—i (a,b) e
d
8£ (a,b) e ainda
d d
Fl3) % (@,0) + (x=a)- 5 (@.b) + (=8)- 51 @,

para pontos (x,y) tdo préximos de (a,b) quanto se queira. Esta no¢do de proximidade ao ponto (a,b)
pode ser formalizada através da igualdade

F6) = £ @0) + (- ) 5 (@) + 6-6)- 5 (@b +ele—ay—b), (12)

exigindo que €(x—a,y—b) seja infinitamente pequeno quando comparado com a distancia dos
pontos (x,y) ao ponto (a,b),ou seja, desde que

. g(x—a,y—b)
lim —— 2 2 —), (1.3)
(xy)—=(ab) || (x,y) — (a,b)||

Este limite traduz-se por

F89) =1 (@)~ =a)- 5 (@)= -)- 5 (@)

lim =0,
(xr.y)—(a,b) \/(x—a)2 (- b)2

atendendo a expressdo de € (x—a,y—b) obtida da igualdade (1.2). A igualdade (1.2), acompan-
hada da condigéo (1.3), diz-se o desenvolvimento de Taylor de 1* ordem de f no ponto (a,b).
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A condigio (1.3), no contexto da igualdade (1.2), garante a diferenciabilidade de f em (a,b) o
que, geometricamente, se traduz na possibilidade de considerar o plano de equagio
d d
2= flab) +-0) G @b+ -85 (@),
como uma boa aproximagéo da superficie do gréfico de f, definida por z = f(x,y), numa vizinhanca
do ponto (a,b, f(a,)); como se sucessivos zoom com foco no ponto (a,b, f(a,)) nos fizessem ver a
superficie do grafico como um plano. Este plano passa pelo ponto (a,b, f(a,b)) e contém as rectas ¢
e T tangentes as curvas C e c (atrds referidas), respetivamente, sendo designado por plano tangente a
superficie do grafico de f no ponto (a,b, f(a,)). Ele tem por vector normal

af af
=== (a,b), = (a,b),—1
ax (a7 )7 ay (aa )7 )

que € perpendicular aos vectores directores (1 ,0, % (a, b)) e <O, 1, % (a, b)) das rectas tangentes ¢

e T. O vector 77 é designado por vector normal ao plano tangente. A recta normal ao plano tangente
no ponto (a,b, f (a,b)), que tem 7 como vector director, designa-se por recta normal ao grafico de

f no ponto (a,b, f (a,b)).

Pelas mudancas de varidvel x—a =1/ e y—b =k acondigdo (1.3) transforma-se em
J 0
fla+hb+k)—fab)—h-2L(ab)—k- 2L (ap)

(h,k)—(0,0) Vh2+ k2

onde no numerador estd a expressdo de € (h,k),

of
_h.a

af

e (h,k) = f(a+h,b+k)—f(a,b) b

(a,b) —k (a,b). (1.4)

Assim, o limite acima pode ser escrito resumidamente como

: € (h,k) ,
1 ———=0 1.5

h0ks0 V2 K2 (1.5)

A existéncia de derivadas parciais de 1* ordem de f num ponto (a,b) garante a existéncia de

duas rectas tangentes ao gréfico de f no ponto (a,b, f (a,b)), paralelas aos planos coordenados xOz

e yOz, mas ndo garante (nfo € suficiente embora seja necessario) a existéncia de um plano tangente

ao gréfico de f no ponto (a,b, f (a,b)). Para tal é necessario ter a igualdade
d d

Flashb+k)—f(ab)=h- a%: (a,b) +k- a’; (a,b)+ ¢ (h, k), (1.6)

equivalente a (1.2), e que se verifique a condicéo (1.5), ou seja, que f seja diferencidvel em (a,b).

Na pritica, a condicdo (1.5) equivalente a (1.3), funciona como "teste de diferenciabilidade” de f no
ponto (a,b), ap6s obtermos € (h, k) a partir da igualdade (1.6), conforme escrito em (1.4).
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m Exemplo 1.9 A func¢do f definida por
Xy

TS5 5 (x,y) ?é (an)
/ x2 ui 2
fly) = g
0 , (6y)=(0,0)
ndo € diferencidvel em (0,0) embora ambas as derivadas parciais de 1* ordem tenham valor finito,
d d
8—f (0,0)0=0 e a—f (0,0) = 0 Note que o célculo destas derivadas parciais ¢ feito directamente
X y
pela definicdo. O plano obtido pela expressdo
of af
= (0,0 —0)-==(0,0 —0)-==(0,0
2= /(0.0)+(:=0)- (0.0 +(y=0)- 57 (0,0)

¢ z =0 mas este ndo é tangente ao gréfico de f no ponto (0,0, f(0,0)) = (0,0,0). Atenda aos

https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib.
pdf onde pode encontrar este exemplo mais desenvolvido e acompanhado de figuras elucidativas.
Contudo, a prova da ndo-diferenciabilidade (logo a ndo existéncia de plano tangente) exige o
célculo do limite (1.5): o limite segundo rectas k = mh nao resulta em 0 sempre que m # 0 (é
aconselhado a verificar...), logo (1.5) ndo se verifica. Também pode confirmar que existem pontos
de interseccao (resolucdo de um sistema) da superficie do grifico com o plano z = 0 tdo perto
quanto se queira de (0,0,0): sdo todos os pontos (a,0) e (0,b), Va,b € R.

Qualquer func¢do polinomial é diferencidvel, independentemente do nimero de varidveis. O
mesmo € valido para as fun¢des conhecidas como elementares. Além disso, para f : Dy C R? > R,
g:D; CR?* =R e (a,b) € Int(Df)NInt(Dy), se f e g sdo diferencidveis em (a,b) entdo também

sdo diferencidveis nesse ponto as fungdes: f+g, f—g, fxg, k-f (parak €R) eainda i para
8
todo o (x,y) € Dg onde g (x,y) # 0.

Diferencial e acréscimo

O limite (1.5) garante a aproximacao

af
—(a,b)+k-=—(a,b).
Esta possibilidade de obter valores aproximados das imagens de f em pontos (a+ h,b + k) préximos
de (a,b) atrvés de um que envolve a imagem f(a,b) e as derivadas parciais de
12 ordem no ponto (a,b) é formalizada na proposi¢éo seguinte, onde usamos a aproximagio

af af

fry) = flab)+(x=a)-Fo(@b)+=b)-55(a,b)

equivalente a anteriorcomx =a+hey=>b+k.

fla+hb+k) = f(a,b)+h- o

Proposicdo 1.3.3 (Aproximacio linear) Sejam f: Dy CR? - R e (a,b) € R? um ponto interior
a Dy. Se a fungdo f ¢ diferencidvel no ponto (a,b) entdo ¢ valida a aproximagéo linear

f5) = flah) = (-a)- 5L (@h)+ -0 F ab),


https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib.pdf
https://dl.dropboxusercontent.com/u/43527540/ApoioGraficoaDerivParceDiferencib.pdf
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no cdlculo de valores aproximados da fung@o f em torno de (a,b).

Conforme exposto atrds, a aproximagao presente nesta proposicao € equivalente a

F) = (@) + (=) 5 @b+ 0-) 5 (@),

comh=x—a e k=y—b. A aproximacgio presente nesta proposicao,

oy af
f(a+h7b+k)_f(aub)"’hg(aab)+kaiy(a7b)

tem no lado esquerdo o acréscimo de f no ponto (a,b) e no lado direito o diferencial de 1* ordem
(ou simplesmente diferencial) de f no ponto (a,b), para os acréscimos /4 e k das varidveis x e y:

Diferencial de 1* ordem de f no ponto (a,b) para os acréscimos / e k das variaveis xe y , que
se denota por df (a,b), é asoma
af af
df(a,b)=h-=—(a,b)+k-==(a,b).
Flab)=h G (@b) k-5 ()
E comum usar dx em vez de & e dy em vez de k para os acréscimos das varidveis x e y,
respetivamente, ou seja,

o 9f af
df (a,b) —dx-a(a,b)+dy-a—y(a,b).

Acréscimo de f no ponto (a,b) para os acréscimos / e k das variaveis x e y , que se denota por
Af (a,b), éadiferenga

Af(d,b) :f(a+hab+dy)_f(aab)v
ou ainda (conforme € mais comum),
Af(aab) :f(a+dx7b+dy)_f(aab)7

E garantido pela Proposicdo anterior que, se f for diferencidvel em (a,b), o diferencial de
12 ordem df (a,b) é uma boa aproximagdo do acréscimo Af (a,b) se os acréscimos dx e dy das
varidveis x e y, respetivamente, forem muito pequenos,
af f
y

Af (a,b) = f(a+dx,b+dy)— f(a,b) Rﬁdx-ax(a,b)+dy-3(a,b) =df (a,b).

Dado que Af (a,b) = f(a+h,b+dy) — f (a,b), obtemos de Af (a,b) ~df (a,b) que
fla+dx,b+dy) =~ f(a,b)+df (a,b),

ou seja, que o diferencial de 1* ordem df (a,b) permite obter valores aproximados das imagens
por f em pontos (a+dx,b+dx) préximos de (a,b).

Diferenciabilidade e continuidade

A existéncia com valor(es) finito(s) das derivadas parciais de 1* ordem de f num ponto (a,b)
interior a Dy é condi¢@o necessaria para a diferenciabilidade de f em (a,b). No entanto, ndo ¢é
condig¢do suficiente seja qual for o valor dessas derivadas parciais. Note ainda que a existéncia de
tais derivadas parciais com valor finito nem sequer garante a continuidade de f em (a,b).
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m Exemplo 1.10 A funcéo f definida por
v
/2 4y2
flx,y) = Y

0 ) (xvy) = (an)

(x,y) # (0,0)

tem derivadas parciais com valor finito em (0,0), ambas tém valor nulo (exemplo anterior), mas
ndo é diferencidvel em (0,0) (é aconselhado a verificar...). n

Se uma fungédo f: Dy C R? — R é diferencidvel num ponto (a,b) € R? interior a D rentdo f €
continua nesse ponto. Temos entdo a implicacdo
Diferenciabilidade em (a,b) — Continuidade em (a,b).

Contudo, a implicagdo inversa ndo é valida: existem fun¢des continuas num ponto sem que sejam

‘all

diferencidveis nesse ponto; digamos que a diferenciabilidade € "mais exigente" que a continuidade).

m Exemplo 1.11 A funcéo f definida por
Xy

>, 0 (x,y ) 7é (0’0)
/x2 . 2
flxy) = g
0 , (6y)=(0,0)
ndo é diferencidvel em (0,0) mas € continua em (0,0) (é aconselhado a verificar...). n

No entanto, se sabemos que determinada fun¢do ndo é continua num ponto (a,b) entdo podemos
concluir que ela também nao € diferencidvel nesse ponto,

Descontinuidade em (a,b) = Naio-diferenciabilidade em (a,b).

Trata-se de aplicar o contra-reciproco na negacdo de implicagdes: a proposi¢do (~C = ~D)éa
contra-reciproco de (D = C).

E vélida a seguinte condigdo para garantia de diferenciabilidade:

Proposicdo 1.3.4 Condigao suficiente de diferenciabilidade. Sejam f: Dy CR?> - R e (a,b) €
R? um ponto interior a Dy. Se existem com valor(es) finito(s) as derivadas parciais de 1* ordem de f

d d
em (a,b) e se uma das fungdes of (x,y) ou a—f (x,y) € continua numa bola aberta de centro (a,b)
y

ox

entdo f é diferencidvel em (a,b).

E vilido o seguinte resultado relativo a continuidade das fungdes derivadas parciais de 1* odem:

Proposicdo 1.3.5 Sejam f: Dy C R? — Re (a,b) € R? um ponto interior a Dy. Se a fungdo f é
diferencidvel em (a, D) entdo as derivadas parciais de 1* ordem de f em (a,b) existem e tém valor(es)

d d
finito(s). Além disso, as fungdes derivadas parciais de 1* ordem of (x,y) e of (x,y) sdo continuas

dx dy

em (a,b).
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Derivadas direccionais

Sejam f: Dy C R? — R uma funcio real de duas varidveis reais, (a,h) um ponto de R? interior
aDre V= (v1,v2) um vetor nio-nulo de R2.
A derivada direccional f no ponto (a,b) segundo o vector V = (vi,v2), que se denota por
f(/v| ) (a,b) (ou ainda D, f (a,b), Dy, ,,)f (a,b) ou f~, (a,b)) é definida pelo limite (em R)

/ . f((a7b)+h(v V. ))_f(avb) . f(a+hv 7b+hv)_f(avb)
f(Vth) ((l,b):}llg% ]i 2 :}ll_rf(l) 1 . 2 '

Enquanto pelas derivadas parciais de 1 ordem

af
dy

af

o (a,b) e

(a,b)
se faz, respetivamente, variar x mantendo y como constante e vice-versa, através da derivada
direccional € possivel considerar ambas as varidveis x e y a variar simultaneamente.

Quando se divide um vector nao-nulo v pela sua norma, obtemos um vector de norma 1,
designado por versor de v,

1 1 1
TS (V) = oy V= e (01, 2) = e (v, 0) = | =

(vi,vm) (vi,v2) )
I(ve,v2)ll \/vi+v3 \/v%va% \/v%+v%

Neste caso, a derivada direcional se pode ser designada por derivada dirigida.

N Dado V = ¢ = (1,0), um dos vectores da base canénica B = {e{, 3} de R2, a derivada
dirigida

f((a,b)+h-(1,0)) = f(a,b)

f;—]>(a,b) = f( )(a b) = lim

h—0 h
= jm N =55 (@P)

mede a taxa de varia¢do de f no ponto (a, Q na direc¢@o e sentido do eixo dos xx por unidade
de comprimento, visto que o vector V= ei = (1,0) é unitdrio.

Analogamente, dado v = &3 = (0, 1), o outro vector da base canénica B = {e{, 3} de R2, a
derivada dirigida

b)Y +h-(0.1)) — b
fiy(ab) = f('()?l)(a’b):%%f((a, )+ (h, ) — f(a,b)
fla.b+h)—f(ab) _of

— lim % = (ap
B30 h 8y(a’ )

mede a taxa de variacdo de f no ponto a _2 na direc¢@o e sentido do eixo dos yy por unidade
de comprimento, visto que o vector vV = e3 = (0,1) é unitdrio.
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Quando f é diferenciavel no ponto (a,b), e ndo € definida por imposi¢do nesse ponto, entdo

d d
f/7 (a7b) :f(lw,vz) (a7b) = (V],V2)|g}’7>1f(a,b) =VvVi air(a,b)—I—VQ-a.J;(a,b),

para todo o vector V= (vi,v2) =v1-(1,0) +v2-(0,1) = vy -] +v, - e3. Neste caso, a derivada
direccional da fun¢do f num ponto (a,b) segundo um vector vV = (vi,v,) pode ser expressa em
termos do vector grad f.

A férmula anterior pode escrever-se como
P @) = fly 0y (@) = (71, -||grad s (a,b) | -cos
em que 6 é o menor angulo entre os vectores
gradf @b)#0 e V=(mw)#0

Esta férmula também é valida em R3. Quando || V|| = 1 temos apenas

f/? (avb) = f(/vl,vz) (avb) = ‘ éTaglf(avb)H -c0s 6.

Neste caso, e considerando que grad f (a,b) # 6>, a derivada dirigida f7; (a,b):

. — .
e tem valor 0 quando Vé ortogonal ao vector gradiente gradf (a,b) pois, neste caso,
cosf =cos 7 =0;

gradf(a,b)||, quando V étem a direccdo e sentido do vector

e atinge o valor maximo

—
gradiente grad f (a,b), ou seja,

gradf(a,b)

vz(vwz):”;ﬁif(a,b)

i

pois, nesse caso, cos68 = cos0 = 1, o valor maximo atingido pelo coseno;

e
e atinge o valor minimo — ||grad f (a.b)||, quando V é tem a mesma direccdo mas sentido

oposto ao vector gradiente gradf (a,b), ou seja,

grad f (a,b)

V= (vi,m) = Ep———————T)
‘ gradf (a,b)H
pois, nesse caso, cos6@ = cosm = —1, o valor minimo atingido pelo coseno.

Como tal, a taxa de variagdo de f no ponto (a,b) é maxima (respetivamente, minima) na direc¢éo
e sentido do vector unitério (linico) V= (vi,v2) que tenha a mesma direc¢do e o mesmo sentido
(respetivamente, sentido oposto ao) do vector gradiente grad f (a,b). Podemos dizer que o vector
gradiente aponta, em cada ponto, na direc¢do da maior taxa de variacdo da funcdo e que o médulo
do vector gradiente € essa taxa de variacdo maxima.
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= Exemplo 1.12 Suponhamos que num certo ponto (a,b) uma fungdo f : Dy C R? — R tem o

. — cs. c ~
vector gradiente grad f (a,b) = (3,4). O vector unitario ¥V = (v;,v,) com a mesma direc¢io e

sentido do vector gradiente é
3 4
? = (V17v2) = <5a5> )

pois ||(3,4)]] = V32 +42 = /25 = 5. Como tal, a taxa de variagdo maxima de f no ponto (a,b)
€ 5, dada pela derivada dirigida

34

4:§+§=5:ng7df(avb)H-

O vector unitdrio @ = (u1,up) com a mesma direcgdo e sentido oposto ao vector gradiente é

@ = (a1, 1) = — (v1,v2) = — @;‘) _ <_§_‘5‘>

Como tal, a taxa de variagdo minima de f no ponto (a,b) é —5, dada pela derivada dirigida

o= (Do ()om 3 -am-

gradf (a,b)]

Quando € conhecido o dngulo & que um vector V= (v1,v2) de R? faz com a parte positiva do
eixo dos xx entdo sdo véalidas as relagdes
V2

Vi .
cosa = e smo= .
IV 171l

Como tal, € possivel estabelecer a proposi¢cdo seguinte:

Proposi¢cdo 1.3.6 Sejam f: Dy C R? -+ R, (a,b) um ponto de R? interior a Dy e YV um
vector ndo-nulo de R?. Suponha ainda que f é diferencidvel no ponto (a,b) e ndo é definida por
imposic@o nesse ponto. Se ¢ é o angulo que o vector V faz com a parte positiva do eixo dos xx
entdo a derivada direccional f%; (a,b) pode ser calculada por

of

f% (a,b) =cosa- |7>||.§§(a,b)+sma- 171 3 (@)

N Quando W é um vector unitdrio entdo a derivada dirigida f/7 (a,b) pode ser calculada por

1% (a,b) :cosa-g(a,b)—&-sinwgij(a,b).

Os cosenos directores de um vector sdo os cosenos dos dngulos que o vector faz com a parte
positiva de cada um dos eixos coordenados. No caso de um vector de R3, seja « o angulo que
o vector v faz com a parte positiva do eixo dos xx, B o angulo que o vector V faz com a parte
positiva do eixo dos yy e 7y o angulo que o vector V faz com a parte positiva do eixo dos zz.
Temos a proposicao seguinte (que obviamente sabemos adaptar para dimensao 2):
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Proposicdo 1.3.7 Sejam f: Dy CR?> — R, (a,b,c) um ponto de R interiora Dy e V = (v1,v2,v3)
um vector nio-nulo de R3. Se cosa, cosfB e cosy sdo os cosenos directores do vector V entdo a
derivada direcional f’7 (a,b,c) pode ser calculada por

£ (a,byc) = cosa- [ V|- f(abc)+cos[s 17|- —(abc)JrcosB 17| f(abc)

N Quando V' é um vector unitdrio entdo a derivada dirigida f’7 (a,b,c) pode ser calculada por

1% (a,b) =cos o gf(abc)+cosﬁ ajyc(abc)+cos[3 ach(abc)

Campo gradiente

Atenda ao Prezi do link http://prezi.com/pg-gnc3nchif/?utm_campaign=share&utm_
medium=copy&rc=exOshare

Funcdo composta

Sejam ? Dz CR"— R’" e 8 Dz C R™ — R? fungdes vectoriais tais que ? (D?) CDz
(portanto a funcdo composta G o ? estd bem definida) e (ay,...,a,) um ponto interior a Dy

Se ? ¢ diferencidvel no ponto (ay,...,a,)e 8 é diferencidvel em ? (ay,...,an) € Int (? (D?))

entdo a func¢io composta 8 o ? também € diferencidvel em (ay,...,a,) e é valida a regra da cadeia
(ou regra da funcdo composta) que se traduz pela seguinte igualdade entre matrizes Jacobianas

<Go?) ai,. =VG (?(al,...,an))V?(al,...,an)

matrizmxn

matriz pxn matriz pxm

Se 7 :Dp CR— R? é uma fungio vetorial de varidvel real diferencidvel emae g : D, C R? —
R € uma fungdo real de duas varidveis reais diferencidvel em (b,c) = ?(a) = (Fi (a),F(a)),
entdo a fungdo composta £ definida por

h(t) =g (R (1), Fa (1)) = g (u,v)

(representamos os argumentos Fj (7) e F; (¢) por u e v, respetivamente) é diferencidvel em a e a
sua derivada (total) é

dF;

dh P P ar
W - 98 o8 )
(@) dt (a) = du ) v (byc) 1x2 | IF,
ot (a) 2x1
dg oF dg )2


http://prezi.com/pg-gnc3nchif/?utm_campaign=share&utm_medium=copy&rc=ex0share
http://prezi.com/pg-gnc3nchif/?utm_campaign=share&utm_medium=copy&rc=ex0share
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N Se F :Dy C R? — R? é uma fungio vetorial de varidvel real diferencidvel em (a,b) e

g: D, CR? — R é uma fungdo real de duas varidveis reais diferencidvel em (c,d) = F (a,b) =
(Fi (a,b) ,F>(a,b)), entdo a fungdo composta & definida por

h(x,y) = g(Fi(x,y),F2(x,y)) = g (u,v)

(representamos os argumentos F (x,y) e F» (x,y) por u e v, respetivamente) é diferencidvel em
(a,b) e é vdlida a igualdade matricial

oF 9k

[8h 8h} _[ag 8g} . dx Oy

ox 7y 1><2_ du  dv 1x2 or, Jb ,
dx dy s,

sendo as derivadas parciais da primeira e da terceira matrizes calculadas no ponto (a,b) e as da
segunda matriz calculadas no ponto (¢,d) = F (a,b) = (Fy (a,b) ,F> (a,b)). Portanto,

%(a,b) = %(c,d)-%(mb)Jr%(c,d)-%(a’b)
_ %(c,d)-%(a,bwg(c,d)%(a,b)
e
?;(a,b) = 3i(c,d)~a;;(a7b)+§f(c,d)'a£(avb)
_ gi(c,d)-g;t(a,b)—kgi(c,d)g;(a,b).

Para cada funcdo que resulte da composicao de outras func¢des € conveniente a construgdo de um
esquema em "drvore” que ilustre todas as dependéncias entre as fungdes envolvidas. A leitura desse
esquema permite a aplicacdo correcta da regra da cadeia: consideramos a soma das contribui¢des
relativas a cada caminho e em cada um destes o produto de derivadas.






2.1

Foi escolhido 0o MATLAB como suporte informético ao estudo auténomo de alguns conteddos do
programa.

Breve apresentacdo

MATLAB - abreviatura de MATrix LABoratory — € um software com uma linguagem de programacao
intuitiva que acenta claramente na "forma de pensar em Matematica". Oferece um ambiente de
desenvolvimento integrado (IDE-integrated development environment) e existe para as plataformas
Unix, Windows e Apple Mac OS X.

Para além das suas principais potencialidades,

e calculo numérico

e manipulagdo de matrizes

e representacdo de fungdes

e representacdo e manipulacio de dados
permite também

e implementagdo de algoritmos como ficheiros .m ou ficheiros .mat

— .mat files sdo ficheiros de dados que podem incluir um certo nimero de varidveis
— .m files, que podem ser de tipo functions ou scripts, sdo ficheiros que executam determi-
nadas rotinas

e criagdo de interfaces graficas do utilizador (GUI - graphical user interface)

e comunicagdo/conexao com programas escritos noutras linguagens

e comunicagdo/conexdo com alguns dispositivos de hardware.

Contém duas ferramentas que expandem as suas potencialidades:

e Simulink - plataforma de simula¢do para uso nos mais variados dominios

o GUIDE - interfaces gréficas do utilizador do Editor.
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O uso do MATLAB pode contar ainda com diversas “caixas de ferramenta” - as Toolboxs - e
blocos Simulink com pacotes (Blocksets).
Para os contetidos desta UC ¢é fundamental que a Symbolic Math Toolbox esteja disponivel, para
que o célculo simbdlico de derivacdo e integragdo se faca.
O ambiente de trabalho do MATLAB possui 4 janelas distintas:
e COMMAND WINDOW: ¢ a mais importante por ser onde se executam os commandos do
MATLAB. De salientar que
— cada linha corresponde a uma instrugao do utilizador
— apresenca do prompt » avisa o utilizador de que o programa estd pronto para receber
novas instruc¢des
— a colocagao pelo utilizador de ; apds uma instrugdo (ao final da linha da instrucao)
informa que ndo se pretende que o MATLAB exiba a resposta a essa instru¢io
— tudo o que se seguir a um simbolo de percentagem ndo estd activo como c6digo (ex.: um
comentdrio/explicacao do utilizador, algo que se escreveu para ser usado noutra sessio)
e CURRENT DIRECTORY: exibe os ficheiros activos ou actuais que podem ser chamados a
Command Window.
e WORKSPACE: exibe as varidveis resultantes dos dltimos comandos executados na Command
Window, o que permite ainda a sua utilizac3o.
e EDITOR: esta presente apenas quando se chama um ficheiro da Current Directory.

2.2 Escrita de m.files para representacdo grdfica

Os gréficos da Seccéo 1.2 foram obtidos com os cédigos seguintes, escritos em m.file de tipo Script.

+49 selPassosV0.m solver_methods.m Wolfe.m descidaMaximaV0.m Graf2Vamii.m*
1- [x,y]l=meshgrid(-5:.25:5); | % func&o meshgrid pré-definida no MATLAB
2 % VANTAGEM: adaptar os valores
3
4 - Z=X."24y."2; % VANTAGEM: colocar a funcao pretendida
5
6 - surf(x,y,z); % funcdo surf pré-definida no MATLAB
7 - xlabel('x-eixo"'); % dar nome ao eixo dos xx
8 - ylabel('y-eixo');
9 - zlabel('z-eixo');

10 - title('Grafico da funcao f(x,y)=x"2+y"2'); % dar titulo a figura

Figure 2.1: m.file com o cédigo que cria o grifico da fun¢io f(x,y) = x*> 4 y? restringida ao
subconjunto [—5,5] x [-5,5] (Figura 1.1)

2.3 Uso da Command Window para derivagdo

Algumas das derivadas parciais calculadas na Sec¢do 1.3 podem ser obtidas na Command Window
ou através de um m.file escrito Editor do MATLAB.
Seguem-se exemplos que lhe permitem explorar de forma auténoma o MATLAB.
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§+$9 ( selPassosV0.m “Lsolver_methods.m VLWoIfe.m “LdescidaMaximaVO.m "I Graf2Vamii.m*
1- [x,y]l=meshgrid(-3:.25:7,-5:.25:5); % funcao meshgrid pré-definida no MATLAB
2 % VANTAGEM: adaptar os valores
3
4 - z=(X=2)."2+y."2; % VANTAGEM: colocar a funcédo pretendida
5
6 - surf(x,y,z); % funcdo surf pré-definida no MATLAB
7 - xlabel('x-eixo'); % dar nome ao eixo dos xx
8 - ylabel('y-eixo');
9 - zlabel('z-eixo');
10 - title('Grafico da funcao h(x,y)=(x-2)"2+y"2'); % dar titulo a figura

Figure 2.2: m.file com o c6digo que cria o grafico da fungdo A(x,y) = (x — 3)? +y? restringida ao
subconjunto [—3,7] x [-5,5] (Figura 1.3).

i
b

50 f solver_methods.m "LdescidaMaXimaVO.m "LGrafZVamii.m "J Cnivelamii.m* = | 4

1- [x,y] = meshgrid(-3:.2:3); %grelha de pontos usados

2 - Z = 54X."M2+y."2;

3 - contour(x,y,z, 'ShowText','on') %representacdo das curvas de nivel "etiquetadas"
4 - title('Diagrama de curvas de nivel da funcdo f(x,y) = 5+x™2 + y™2')

5- xlabel('x")

6 - ylabel('y")

Figure 2.3: m.file com o c6digo que cria as curvas de nivel da funcio f(x,y) = 5+ x% +y? restringida
ao subconjunto [—3,3] x [—3,3] (Figura 1.4)

+§1 J solver_methods.m VLWoIfe.m “LdescidaMaximaVO.m "J Graf2Vamii.m "L+

il= [x,yl=meshgrid(-7:.25:7); % funcdo meshgrid pré-definida no MATLAB
2 % VANTAGEM: adaptar os valores
3

4 - Z=5.%X."2+y . "2, % VANTAGEM: colocar a funcao pretendida

5

6 - surf(x,y,z); % funcao surf pré-definida no MATLAB

7 - xlabel('x-eixo'); % dar nome ao eixo dos xx

8 - ylabel('y-eixo');

9 - zlabel('z-eixo0");

Jury
(=]
I

title('Grafico da fungdo f(x,y)=5Kx"2+y~2'); % dar titulo a figura

Figure 2.4: m.file com o c6digo que cria o grifico da fungio f(x,y) = 5x* 4 y? restringida ao
subconjunto [—7,7] x [-7,7] (Figura 1.7)

§+j9 J’ selPassosV0.m "Lsolver_methods.m "LdescidaMaximaVO.m "LGrafZVamii.m "J Cnivelamii.m

= [x,y] = meshgrid(-1:.2:1.5); %grelha de pontos usados

2 Zz = 5.kX."24y."2;

3= contour(x,y,z, 'ShowText', 'on') %representacdao das curvas de nivel "etiquetadas"
4 - title('Diagrama de curvas de nivel da funcdo f(x,y) = 5x~2 + y~2')

5 - xlabel('x")

6 - ylabel('y")

Figure 2.5: m.file com o c6digo que cria as curvas de nivel da fungio f(x,y) = 5x* +y* restringida
ao subconjunto [—7,7] x [—7,7] (Figura 1.6)
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+§2 [ Newton2015.m LdescidaMaximaVB.m LCniveI.m Lcircle.m J circuloamii.m +
il|= angulo= linspace(@,2xpi,360); % define dos valores angulares (angulos)

2

3 - x=2%cos (angulo); % cria as abcissas correspondentes aos angulos tomados
af= y=2xsin(angulo); % cria as ordenadas correspondentes aos angulos tomados
5

6 - plot(x,y) % representa os pontos (x,y) obtidos

7

8 - axis('equal') % coloca a mesma escala no eixo dos xx e no eixo dos yy
9

10 - title('Circunferéncia de centro (0,0) e raio 2') 9% coloca um titulo na figura
11

12 - ylabel('y-eixo") % coloca uma etiqueta no eixo dos XX

13 - xlabel('x-eixo") % coloca uma etiqueta no eixo dos xx

14

15 - grlid on % coloca uma grelha auxiliar

Figure 2.6: m.file com o cddigo que cria a circunferéncia de centro (0,0) e raio 2, de equagdo
x? +y* = 4 (Figura 1.8)

Command window
%Definir as variaveis (como simbolos):

>>syms X
>>syms y

%Uso da funcao diff com indica¢do da fung¢do a derivar:

>> diff(y*sin(x))

%Nao sendo indicada a var. de derivacgao, é assumido ser x ou ser y?
dans =

y*cos(x) % assume x quando nao é indicada outra variavel
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%Para obter a derivada parcial em ordem a outra variavel ha que indica-la:
>> diff(y*sin(x),y)

ans =

sin(x)

%Se x ndo esta presente na expressao da fungdo, é assumida como
variavel?

>> diff(sin(y)) % seria esperada a resposta 0

dans =

cos(y) % curiosamente y é assumida como a var. de derivagio

%As duas variaveis podem ser definidas em simultineo:

>>sSyms Xy
>> diff(y*exp(x))

%As duas variaveis podem ser definidas em simultineo:

>>Syms Xy
>> diff(y*exp(x))

ans =
y*exp(x)

>> diff(y*exp(x).y)

dans =

exp(x)
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>> Syms X % apenas x esta a ser definida
>> diff(sin(x)) %seria esperada a resposta x*sin(y)

ans =

cos(x)

% Quando y nao foi definida como simbolo e esta presente na funcao, é
assumida como constante?

>> diff(y*sin(x))
Undefined function or variable 'y'.
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EXEMPLO: f(x,y) = x2y3 (varidveis x e y)

=  Definir a funcao:

>>f=xA2*yA3
Undefined function or variable 'x'.
>> syms X % x=simbolo

>> syms Y
>> f=xA2%*yA3

fvz

XA2*yA3
" Derivada parcial de 12 ordem na variavel x:
>> diff(f) % assume x como variavel

ans =

Qv v

af
ey Ey A o
2*x*yA3 Aax
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= Derivada parcial de 12 ordem na variavel y:

>> diff(f, y)

dans =

e et

3*xA2*yA2 % or

= Vector gradiente:

>> gradient(f)

dans =

of 6}’)
%y kA ) —_— -
2*x*yA3 A;Vf—(ax,ay
3*¥xA2*yA2

As derivada parciais também se obtém com

>> gradient(f, x)
2 >> gradient(f, v)
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EXEMPLO: f(x,y) = x2y3
» Obter ovalorde f para (x,v) = (2,3):
>> feval(f,2,3)

Error. using feval
Argument must contain a string or function handle,

>> clear R Limpa
>> f=@(x,y)x"2*y"r3 WorkSpace
i =

@(x.y)x 2*y~3

>> feval(f,2,3)

EXEMPLO: f(x,y) = x2y3

+37 untitled5 'iluntitledﬁ 'ILbisectl?.m "'Lrepflv.m "hlocalNethm "-’LuntitledQ "_'J potencias.n

1 LI function [r]= potencias( x, y )
2 %%UNTITLEDM Summary of this function goes here
3 % Detailed explanation goes here
4 - r=x"2xy”"3;
5
6 - end
* Obter ovalorde f para (x,v) = (2,3): >> t=potencias(2,3)
>> potencias(2,3) t=
108
ans = .
108 >> [t]=potencias(2,3)
t=
108
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EXEMPLO: f(x,y) = x2y3

+37 untitled5 '“'LuntitledG '"'Lbisectl7.m '~"Lrepf1v.m '“'LlocaINeth.m '-‘LuntitledQ J potencias_mw
function [rl= potencias( x, y )

1
2 1 %UNTITLED1@ Summary of this function goes here
3 % Detailed explanation goes here
4 - r=x"2xy”~3;
5
6 - end
* Obter ovalorde f para (x,v) = (2,3): >> t=potencias(2,3)
>> potencias(2,3) t=
108
Command,
ans = N
o8 >> [t]=potencias(2,3) Window. (CW)
t=
108
EXEMPLO: f(x,v) = x?y3
+32 J Contasl7.m 1 Forl7.m = 1 rosenbrock.m 1 bisectl7.m ‘\ repflv.m ‘\ localNewt2.m J potencias.m*
1 \:rfunction [r]= potencias( x, y )
2 EI%SUNTITLED1@ Summary of this function goes here
3 % Detailed explanation goes here
4 - syms x
B|= syms y
6 - r o= x"2%y”~3;
7= end
>> diff(potencias) Sl
= Vector gradiente: = Matriz Hessiana; ans =
2*x*yA3
>> gradient(potencias) >> hessian(potencias)
P >> diff(potencias,y)
ans = ans = Undefined function or variable 'y".
2*X*y"3 [ 2*yA3’ G*X*VAZ]
3%xN2%yn2 [ 6*x*yA2, 6*x 2*y] >> diff(potencias, x)

Undefined function or variable 'x'.
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EXEMPLO: f(x,y) = x%y3

A+35 graf3.m* ‘n‘[produto.m ?fLContalemﬂ F:LFor17:m :“:,Lunti.tle.d E:Lpro.m .?:Lrosl Q ou (na CW):
il= [x,yl=meshgrid(-5:.25:5); % funcao meshgrid pré-definida no MATLAB

2 % VANTAGEM: adaptar os valores Run >> run graf3
3 -

4 - z=X."2.ky."3; % VANTAGEM: colocar a funcéo pretendida

5 figura original
6 - surf(x,y,z); % fungdo surf pré-definida no MATLAR

7l= xlabel('x-eixo"'); % dar nome ao eixo dos xx grifico tr-dimensionat

8 - ylabel('y');

9 - zlabel('eixo dos zz');

1(»)v title('grafico tri-dimensional'); % dar titulo a figura

éicotr-dimensional

oo dos 2z

figura
reposicionada

EXEMPLO: f(x,y) = x%y3

§+§7J untitled5 :'CLuntitledG :*iLbisectl?.m ?f:ILrepflvm FﬁZLlocaINeWtZ‘m fﬁiLuntitledQ fﬁ‘j potencias.m 3 |
1 function [r]= potencias( x, y )

2 %SUNTITLED1@ Summary of this function goes here
3 % Detailed explanation goes here
4

5

6

= r=x.”2.xy.”3;

= end

gréfico tri-dimensional

)

graf3.m I produto.m :ﬁ:LContasN.m :riLForl?.m :-ﬂzlrosen
% VANTAGEM: adaptar os valores

eixo dos 2z

4- z=potencias(x,y); | % VANTAGEM: colocar a fur
5

6 - surf(x,y,z); % fungdo surf pré-definida no MATLA
7= xlabel('x-eixo'); % dar nome ao eixo dos xx

8- ylabel('y');

9 - zlabel('eixo dos zz');

10 - title('gréfico tri-dimensional'); % dar titulo a figura
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Uso da fungdo folot para obter o grafico da fungdo f(x) = ﬁsin(lﬂx) - f—ocos(l 0x) :

+35 J bisectl7.m mLIocaINeth.m MLpotencias.m E&LgH.m ngHZ.m ngHS.m WJ plotlvl7.m* =

o= fmy=@(x)0.01%sin(10xx)-0.1xx*cos(10xx) % escrita da funcado em estudo (escolha)

2

sl|= fplot(fmy, [-10,10]) bs escolha do intervalo de visualizacdo, neste caso [-10,10] x € [-10,10]
4- xlabel('x"); ariicn b dimensional

5|= ylabel('eixo dos yy'); '

Gl title('grafico bi-dimensional'); L

Suponhamos
interesse em

oixo dos yy

estudar os L /\\ "
minimos de . \/ -
f préximo da s u

origem
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Ao longo destas fichas encontra os exercicios que deve resolver em primeiro lugar para serem
discutidos em aula. S3o ainda essenciais para o trabalho auténomo os exercicios adicionais da
Seccdo 4.1 e as questdes de resposta rdpida da Secgdo 4.2.

3.1 Fichal
1. Determine e represente graficamente o dominio de definicdo Dy de cada uma das fungdes
seguintes:
3x
(a) f(‘x7y) - y_2_3x
1

b)) f(xy) = —F———=

fxy) ey

© flxy)= V4= +Vx2—4
(d) f(x,y)=In(1-x%)+cos(xy)

Aty

L Calcule o limite de f no ponto (1,2).
y

2. Sejaafuncdo f(x,y)=

3. Estude a continuidade da funcdo f definida por (ver slides de apoio)

foy) =) VEER (x,y) #(0,0)

1 se (x,y) = (0,0)
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4. Considere a funcio f definida por (ver slides de apoio)

x%y
e (o) £ (0,0
fly)={ ¥+ ’

0 se (x,y) = (0,0)
Averigtie se a fungio f é continua no ponto (0,0).

5. Estimativas. Considere o diagrama de curvas de nivel 5 relativo a uma funcgao f.

VLY LY

=1 o

af d
Com base neste diagrama, estime o valor das derivadas of e of no ponto (2, 1). Desenhe o

. dx dy
vector Vf(2,1) das estimativas obtidas.

6. Simulacio para construcao de chips. A and lise da temperatura (transferéncia de calor) de
cada componente é fundamental para a constru¢ido de um chip de computador. Se um com-
putador tende a aquecer, os engenheiros costumam colocar o chip numa zona fria da maquina.
Frequentemente, a construcio de chips € entdo auxiliada por simulagdo em computador, onde
se analisam os gradientes de temperatura.

Uma simulagdo para um novo chip resultou na tabela de temperaturas 6 (em graus Fahrenheit)

6 62| 62| 65| 63|61
D 62| 67|69 ]65]64
l 63 | 70 | 70 | 69 | 67
3 65166727476
2 61 |67 | 73|80 |75
1 60 | 60|71 ) 76|72
0 60 | 60 | 63 | 65 | 69

mm | 0 1 2 13 1

Suponha que, para o correcto funcionamento de um chip, a temperatura de cada componente
ndo deve exceder 78°F.
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(a)

(b)
(©)

Seja T'(x,y) a temperatura nas coordenadas (x,y), possiveis de um chip. Utilize a
simula¢do acima, com acréscimos de 1, para obter uma aproximacao do gradiente de T’
em (3,3), VT'(3,3). Interprete o resultado.

Estime a dire¢do de transferéncia méaxima de calor em (3,3).

Sabendo que T ¢ func¢do diferencidvel em (3,3), estime a taxa de varia-¢éo instantdnea
de T na direcdo de d= — ¢ +27¢5em (3,3).

7. Problema da Formiga. A temperatura 7 em cada ponto (x,y) de uma placa de zinco é, em
graus Celsius,

(a)

(b)

(©

(d)

(e)

()

(2

(h)

T (x,y) = ¥ —|—4y2.

Determine a equacdo da curva de nivel (isotérmica) de T que passa no ponto A (3,1).
Escreva também a curva de contorno associada a essa curva de nivel.

Uma Formiga vagueia sobre a placa de zinco. Encontra-se no ponto A (3, 1) e caminha
segundo a diregdo e sentido do x -eixo até ao ponto (a, 1) pertencente a curva de nivel

= 20. Calcule a taxa média de variacdo da temperatura T sofrida pela Formiga.
Considere o metro como unidade de distancia.

Calcule a taxa de variacdo instantanea da temperatura 7" sofrida pela Formiga quando
caminha sobre a placa de zinco a partir do ponto A segundo a direcao e sentido do x-eixo.

Qual € a taxa de variagdo instantinea da temperatura 7 sofrida pela Formiga se caminhar
sobre a placa de zinco a partir do mesmo ponto A segundo a direc@o e sentido do y-eixo.

Suponha agora que a Formiga "queira" caminhar sobre a placa de zinco segundo a dire¢do
da reta y = x/3 a partir do ponto A. Calcule a taxa média de varia¢do da temperatura T
sofrida pela Formiga até a curva de nivel z = 527

Calcule a taxa de variagdo instantanea da temperatura 7" sofrida pela Formiga se caminhar
sobre a placa de zinco a partir do ponto A segundo a dire¢do da reta y = x/3.

Determine a dire¢do ¥ em que a Formiga se deve deslocar sobre a placa de zinco de
modo a sofrer o aumento maximo de temperatura a partir do ponto (3, 1). Qual a taxa de
variagdo instantdnea maxima da temperatura 7' nesse ponto?

Considere ainda que a Formiga reinicia novo caminho sobre a placa de zinco tal que,
ap6s ¢ segundos, a sua posicdo é dada por x(¢) = 4t + 3 e y(t) = t> — 10. Determine em
que ponto da placa se encontra a Formiga apds 5 segundos e calcule a taxa de variagdo
intantanea da temperatura 7', em relacdo ao tempo, sofrida pela Formiga aos 5 segundos.

8. Considere a fun¢do f definida por

Mostre que gf(l,2): e —=(1,2)=-23.
Y

6 of
25 ox
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10.

11.

12.

13.

14.

Dada a func¢éo

{ﬁji G A00
; (6y)=(0,0)
Mostre que gf (0,0) = e a—f 0) =

d
Mostre que 0 € o valor da derivada parcial de 1 ordem of (0,0) da fungédo

dx
203 4 3y*
A3 3 X, Oa 0
Fay) =] 202y (x.y) #(0,0)
1 , (6y)=(0,0)
Calcule a expresséo geral das derivadas parciais de 1* ordem das seguintes fungdes:
[N
@ flry)="—>
Xy

(b) f(x,y) = /exp(x—5y?) —

(@fwwzmmf;f

Dada a funcéo definida por z(x,y) = xy tan X, mostre que
x
d d
x(,)—i (x,y)+y £ (x,y) =2z(x,y).

d
8§ (x,y) sendo f definida por

Determine a funcdo

2

fly) = ;ﬁgse@w¢@m

0 se  (x,y) #(0,0)

Determine a matriz Jacobiana e, sempre que possivel, o Jacobiano das seguintes fungdes:

@ f(x,y) = (x*+2y°4x+)?)
(b) f(xvy) = (xy>2-x7 _y)
(¢) f:R?>— R?tal que
x=pcos® e y=psinb
Nota: p e 8 dizem-se as coordenadas polares;

(d) f:R?*— R talque f(p,0,z) = (x,yz) em que

x=pcosB
=psin6
7=z

Nota: p, 0 e z dizem-se as coordenadas cilindricas.
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3.1 Ficha 1

Solucdes da Ficha 1

1. (@) Dy={(x,y) ER? |y #2+3x}

1. (b) Dy ={(x,y) eR* | X +y* <4}

L(0) Dp={(xy)eR*|(x< -2 A —2<y<2)}
U{(xy) eR*[x>2 A —2<y<2}

1.(d) Dy={(x,y)eR*|-1<x<1}

2. 3/2

3. E continua

4. Nio € continua em (0,0)

of 3t 4yt of X3yt
11. (a) 5 (x,y) = 2 e Iy = o

af exp(x — 5y°) of

5 [exp(x—5y*)+ 1] y

11. (b) =~ (x,y)

af 1 x+a af _xto  x+to
11. (C) a(x,y)—ﬁcot \/y , Ty(x,y)—mcot \/y
13. Temos
x5 — x2y2
——= ., (%) #(0,0)
gy = 22
dy

0 ) (x,y) - (070)

2x  6y?
14. (a) Vf (x,y)Z[ f 2y } e |Vf(x,y)|=4xy— 24y
Y Joxo

X
0
-1 3%2

cos® —psinb
sin@ pcos6

14. (b) Vf(x,y) = [

S =

1Maw@m=[ ] ¢ |VF(p.0) = p
2x2

cos@ —psin@ O

14.(d) Vf(p,0,z7)= | sin® pcos® O e |Vf(p,0,2)|=p
0 0 1 3x3

B 2¢/exp(x —5y2) —y? 9y ®)= Vexp(x —5y%) —y?
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3.2 Ficha 2

1. Problema do Alpinista. A superficie de uma montanha tem forma semelhante a do paraboldide
elitico de equagdo
9x% +4y* 4z = 36.
Suponha que um Alpinista se encontra no ponto M (1,2, 11) da superficie da montanha.
(a) Que direcdo deve tomar o Alpinista de modo a subir pela parte mais ingreme?

(b) Se a partir do ponto M o Alpinista se mover na dire¢do do vector U = (4,-3),estda
subir ou a descer a montanha? Qual a taxa (instantinea) de variacdo da altura nesse
ponto segundo a dire¢do do vector U7

(c) Em que direcdo se deve mover o Alpinista, a partir do ponto M, se ndo pretender mudar
de altitude (nem subir nem descer)?

2. Poluic¢io por 6xido nitrico. Quando um poluente, tal como o 6xido nitri-co, é emitido por
uma chaminé de / metros de altura, a concentragdo C (x,y) do poluente, em fg/m?, num
ponto (x,y) a x kilé metros da chaminé e a altura y metros do chdo (conforme mostra a Figura
2) pode ser modelado por

2 2
Clxy) = 4 [eXp (_b@—xp> e <_b v )] |

em que a e b sdo parametros positivos que dependem das condi¢des climatéricas do local e da
taxa de emissdo do poluente.

y (m)
(x,y)

/\f s S

h
Ll .
x(Km)
: dC dC
Considerando a = 200, b = 0.02 e h = 10, calcule EM e E no ponto (2,5). Interprete os
X Yy

resultados.

3. Considere a fungdo

.Xy2

Floy) =4 ¥+
0 se  (x,y) = (0,0)

Mostre que f tem derivada segundo qualquer vector no ponto (0,0), mas ndo é continua nesse
ponto.

se (x,y) #(0,0)
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4. Considere a funcdo

10.

x%y
flxy) = *+y?
0 se  (x,y) = (0,0)

se (x,y) #(0,0)

Mostre que f admite derivada segundo qualquer vector no ponto (0,0), mas ndo € vélida, em
geral, a igualdade

. Mostre que se existe a derivada direccional f}(a,b) entdo também existe f; - (a,b), para

qualquer A € R.

. Seja f : R — R a fungio definida por

253 —y3
Floy) = W se (x,y) # (0,0) .
0 se (x,y) = (0,0)

(a) Determine as derivadas parciais de 1* ordem de f na origem e defina ainda as derivadas
parciais de 1* ordem da funcéo f.

(b) Estude a diferenciabilidade de f na origem.

. Considere a fungdo

2y° +x%y3

T s ) 070
Fey) T (x,y) # (0,0)

1 ; (x,y)=1(0,0)

Estude a continuidade e a diferenciabilidade de f no ponto (0,0).

. Seja f a funcdo definida por

X

1

o1 y#1
flx,y) =
0 , y=1

Mostre que a fungdo f ndo € diferencidvel no ponto (2,1).

Obtenha o valor do diferencial de 1* ordem no ponto indicado e interprete o resultado.

@) f(x,y)=»*In> para a=b=2, dx=04 e dy=—03,
y
(b) z=x>+y>—2x+4y para a=3, b=1, dx=0.1 e dy=—-0.2.

Seja f a fungdo f(x,y) = v/x+1Iny. Calcule um valor aproximado de f (32.1,1.2).
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11. Calcule os diferenciais de 1* ordem das seguintes funcdes:
(a) f = xyexp(x—2y)
(b) g = sin>x+cos’y
12. Considere as fungdes f e g do exercicio anterior.
(a) Determine P(x,y) de grau 1 tal que f(x,y) ~ P(x,y) em torno do ponto (2,1);
(b) Determine a equagdo do plano tangente a superficie do grafico de g no ponto (0,7 /4).
: - g af
13. Seja f uma fungéo diferencidvel no ponto (—1,5) tal que f(—1,5) =2, a—(—l,S) =3 e
X
d
a—f(—l,S ) = —2. Determine a equacdo do plano tangente ao grafico de f no ponto (—1,5),
y
caso exista esse plano.
14. Dada a funcio f definida por f (x,y) = sin (xy) + xy?, calcule a derivada direccional de f no
ponto (0,0) segundo a direc¢do do vector v = (1,2).
15. Considere a funcio
Xy
W . (xy) #(0,0)
flxy) =
0 > (x,y):(0,0)
Calcule a derivada direccional de f no ponto (0,0) segundo a direcgdo do vector V = (vy,v3),
com a # 0.
16. Calcule a derivada dirigida da fungio z = 5x> —3x—y— 1 no ponto P(2,1) segundo a
direccdo da recta que une o ponto P ao ponto Q(5,5).
17. Dada a fungdo f(x,y) = exp(x) +exp(y), calcule a derivada dirigida de f no ponto (1,0) na
direccdo em que € maxima.
18. Seja a funcdo f : R2 — R definida por f(x,y) = xsin’ (y) +xy?. Indique, justificando, em
que direccao Vé que a derivada dirigida da fung@o é dada pela expressdo
fi () = sin? () +%.
d d
19. Use a regra da cadeia para calcular of e of sendo
dx dy
1— X2 + 2
f= (x2 + yz) A% Y

L+ /224y

considerando um argumento u = u(x,y) conveniente.
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20. Considere a funcdo composta
f(x,y) =tan (x2 +y2)

emque x=1t>—3t e y=Int. Determine a expressio da derivada (total) f(t).

21. Demonstre que para a fungdo z = yf (x> —y?) é vdlida a igualdade

10z 10z z(x,y)
() F o (ry) = .
(x,) >3y (x,y) 72

x Ox
Solucoes da Ficha 2

of of
6. 0,0)=2 0,0)=-1
@ 500 5, 0.0
Quanto a expressdo geral das derivadas parciais de 1? ordem,
2x* 4 6x2y* + 2xy°
of SIS e (1) #(0,0)
5, = (x2+)?)
2 se (x,y) = (0,0)
© 2.2 4 3
3y°x° —y" —4x7y
of 2 e (1) #(0,0)
2y (x,y) = (®+y?)
2 se (x,y) = (0,0)

6. (b) f ndo é diferencidvel em (0,0)
7 f é descontinua em (0,0) logo néo é diferencidvel nesse ponto

9.(a) df (2,2) =14
9. (b) dz(3,1)=—0.8

10. £(32.1,1.2) ~2.00375

11. (a) dz(x,y) =exp(x—2y)[y (1 +x)dx+x(1—2y)dy]
11. (b) dz(x,y) =sin(2x)dx —sin(2y)dy
12. (a) 3x—2y—-2
2-7
12. (b) z=— —
(b) z=———v
13. z—-3x+2y—15=0

14. f/, (0,0)=0

2

1%
15. fl,4)(0,0) = v%

47
16. Trata-se de f€3 ) (2,1), segundo o versor do vector (3,4), e tem valor —
53

17. A derivada é maxima na direc¢do e sentido do vector gradiente e tem o valor v/e2 + 1
18. Na direc¢io do vector Vv = (1,0)
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of 2u® +2u—2 of 2u® +2u—2
19. Tomando u (x,y) = \/x?+y2, temos — (x,y)=x————— & — (x,y))=y————5—
(x,5) y 55 () 0 ta? 8y( y) =y 0 ta)?
20. £/(0)=2[1+18> (2 +3%)] |x(2r =3)+2]
d
21. 3Z =2yf (P —y") e 8—Z = f (¥ —y*) =2y f'(x* — %), que verificam a igualdade re-
X y

querida



auténor

As propostas seguintes destinam-se essencialmente a trabalho auténomo.

4.1 Exercicios adicionais

1. Determine e represente graficamente o dominio de defini¢do Dy de cada uma das funcdes

seguintes:
@ f(y)=1-(x*+y%)
(b) f(x,y) = pep
4—(x41)"—y2

© flxy)= \/ T
y—x

@ flxy) =1+~ (x—y)

@ f(x,y) = arcsin%

0 floy) = (4—x—y")"
2. Considere a funcao vetorial ? : Dy C R? — R? definida por
Fi(x,y) =y+vVx—x

B (x,y) = %

Determine o dominio de definicao de ? e represente-o graficamente.

F(xy)=
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. Determine e represente graficamente o dominio de definicdo da fungdo fungdo

) =In(ry—1)+1/9— (r— 17 —y2,

. Verifique se é continua na origem a funcao f definida por (ver slides de apoio)

2x2
e I CUN

0 se (x,y) = (0,0)

. Verifique se a func¢do (ver slides de apoio)

2 y?
fay) =1 PR se (x,y) tal que x # +y
1 se (x,y) tal quex =ty
tem limite no ponto (x,y) = (0,0).
. Considere a funcdo f definida por
2)63 _y3
o) 24y se (x,y) # (0,0)
flxy) = .
o se (x,y) = (0,0)

Existe algum valor de o € R para o qual a funcdo f € continua? Justifique.
. Considere a funcdo f : D C R?> — R definida por
2,2
X +y ) 2]
_ memms se x*+y- <le(x,y) #(0,0)
f(xay) -
0 se (x,y) = (0,0)

Estude a continuidade da funcdo f na origem.

. Considere a funcdo f : R?> — R definida por

(33
sin (x” +y
x(2+y2) se (x,y) # (0,0)
flxy) = .
2 se (x,y) = (0,0)
Estude a continuidade da funcdo f na origem.
. Determine o dominio de defini¢do Dy da fungdo
In (y— ) se [|(x,y)]| =2

flxy) = '
VI—Z =32 se ||(xy)] <2
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10. Estude a existéncia de limite nos pontos (a,0) do eixo dos xx, com abcissa a > 0, da funcdo f
definida por

xzy

flry)={ ¥

In(xy+1) sexy>0

sexy <0

Conclua acerca da continuidade de f nesses pontos.

11. Estude a existéncia de limite no ponto (0,0) da funcédo f definida por

Xy

TN = T v

12. Seja
(x,y) = sin (x2 —i—y2)
f X,Y) = X2+y2 .

(a) Averigue a existéncia de limite nos pontos (a,b) onde tal faca sentido;

(b) A funcio f é continua? Justifique.

X
flx,y) = \/xy+;,

13. Dada a fungao real f definida por

d d
calcule, por defini¢cdo, o valor das derivadas parciais 8_£ e 3_§ no ponto (2, 1).
14. Dada a fungao real f definida por
3x2y2
s€ (x,y 7é (Oa 0
fay)=q ¥+ o ¥
0 se (x,y) = (0,0)
d d
calcule o valor das derivadas parciais —f e of na origem.
ox dy
15. Considere a funcio
fly)=q 777 :
4 , x==y
d d
Calcule o valor das derivadas parciais a—i (—=2,-2) e 8§ (—2,-2).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Seja f : R? — R a funcdo real definida por

| explw)  se (xy) #(0,0)
fwy) = { 3 se(xy)=(0,0) .
af

d
Defina as func¢des derivadas parciais de 1* ordem 8_f (x,y) e =—(x,y).
x

dy
Dada a fungdo f definida por

x?sin (y) +y? sinx

2
flx,y) = B e ]

2

1 sey=—x

d
determine o valor das derivadas parciais of (0,0) e

5 (0,0) e estude a diferenciabilidade de
fem (0,0).

of
dy

Seja f : R? — R a funcdo real definida por
sin (x3 + y3)
flay) =4 ¥
2 se (x,y) = (0,0)

af

Calcule as derivadas parciais =—(0,0) e —==(1,0), e estude a diferenciabilidade da funcdo

dx dy
fem (0,0).

se (x,y) 7 (0,0)

Considere a funcdo real f : R — R definida por

Xy2

flry) =4 ¥+
0 se (x,y) = (0,0)

se (x,y) # (0,0)

d
Calcule a derivada parcial of (0,0) e estude a diferenciabilidade da fungéo f na origem.

ox

Seja f a fungio real definida por f(x,y) = x>y — 3y.
(a) Determine a expressdo geral do diferencial de f.

(b) Calcule no ponto (4,3) o acréscimo Af e o diferencial d f, para os acréscimos —0.01 e
0.02 das varidveis x e y, respetivamente.

(c) Determine um valor aproximado da imagem f(1.03,1.99) sem aplicar directamente
neste ponto a expressdo que define a funcio f.

Calcule os diferenciais de 1 ordem das seguintes fungdes:
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

(@) f(x,y) =xsin(ax) -y cos(by)
(b) z=1In tan%

Considere a fungdo f definida por
f(x,y) = sin (xy) +xy* + 3x.

Determine a derivada direcional de f no ponto (0,0) segundo o vector ¥ = (1,—1) e calcule
a derivada dirigida no mesmo ponto segundo a mesma direcao e sentido.

Considere a fungdo f definida por
F(x,y) = xysin~.
y

Determine o vector gradiente de f no ponto (0, 1) e calcule a derivada dirigida de f no ponto
(0,1) segundo o vector vV = (@, %)

Determinar a derivada dirigida da func@o f(x,y) = yexpx no ponto (0,3) na dire¢do que faz
um angulo de 120° com a parte positiva do eixo dos xx.

Considere a funcdo f : R?> — R definida por

f(x,y) = ysin® (x) +2%.

Determine o vector v para o qual a derivada dirigida de f € dada pela expressao

Io(x,y) = sin® (x) + x?
e verifique que a funcio g : R — R definida por g(x) = sin’ (x) +x*> éde classe C* com

d5g

5= g% (x) = 16sin(2x).

Calcular a derivada dirigida da funcio f(x,y) = x> +y? nos pontos (x,y) da semi-reta y = x,
comx > 0ey> 0, e segundo a direccio desta semi-recta.

2

Considere f (x,y) = Ax> +2Bxy+cy?,com x=uv, y=In(u)—\/v, u=s*e v=s+1.

Obtenha a derivada f'(s).

4.1.1 Solucoes

1.

(@) Dy={(x,y) eR* | +)* <1}

(b) Dy =R*\{(0,0)}

© Dy ={(ey) €R? | (x4 17 412 <4 Ay >}
@ Df={(x,y) €R*|y=x}
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[\

12.

13

14

15.

16.

17

18

19.

20.

21.

22.

e Dr={(x,y) eR*| —x<y<x Ax>0}U{(x,y) eER?|x<y<—x Ax<0}
() Dy ={(x,y) eR? [ X2 +y* <4}

1
.Df:{(x,y)eR2|xe]O,l] /\y>x}

1
D={e R y> 1 A p-1P 42 <9 Ax o)

. E continua em (0,0)
. Néo tem limite em (0,0)
. E continuase & =0
. E contfnua em (0,0)
. E descontinua em (0,0)
. Dp={(x,y) ER?|y>x* A X +y* >4 U{(x,y) eER?|0<x*+)* < 1}
. Existe em todos os pontos (a,0), com a > 0, e tem valor 0. E continua nesses pontos
. Nao tem limite em (0,0)
(22
sin (a“+ b
(a) existe limite com valor (2—1—192) nos pontos (a,b) # (0,0)
a
(b) Sim, por que é continua em todos os pontos do seu dominio
af 1 af
C==(2,1) == 2,1)=0
5 2=5 ¢ 5@
. Ambas as derivadas parciais sdo nulas
af af
G (2= e SL(-2-2)=+

9L (x,y) = yexp (xy), para (x,) # (0,0) e 9 (x,) = xexp (xy), para (x,y) # (0,0)

. As derivadas parciais ndo existem em (0,0) logo f ndo é diferencidvel em (0,0)
0 0
. a—ﬁ(0,0) = —oo, ai:(l,O) =0 e f ndo é diferencidvel em (0,0)
0 0
a—f(0,0) = a—f(0,0) =0 e f ndo é diferencidvel em (0,0)
x y

(a) df (x,y) =2xydx+ (x* —3)dy
(b) Af(4,3)=0.018702 e df(4,3)=0.02
(¢) £(1.03,1.99) = f(1,2) +df(1,2) = —3.86

(a) df (x,y) = (sin(ax) 4+ axcos (ax))dx+ (—cos (by) + bysin (by)) dy

2(y
©) dz(ry) = 1)

xtan2 (—%dx%— dy)

fly(©0,0=3 e f&l ,)(0,0)2
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23. g 1)=(0,0) e f5(0,1)=0

—>
df (o,
V3-3
2
25. Na direc¢io do vector v = (0,1); é de classe C* porque g’(x) = sin(2x) + 2x e a fungdo
trigonométrica sin(2x) tem derivadas continuas de todas as ordens

26. 2v/2x

27. (2Ax+2By) (2vs +u) + (2Bx +2Cy) <7 - ﬁ)

24.

4.1.2 Algumas resolucoes

1. (¢) Temos

Dy = {(xy) eR 4= (x+1) 2=y > 0AVy—2 £0Ay— 22 zo}

—

= {(x,y) ER | (x+1) 24y <4 A y—x#0 A y—x220}

— {(x,y) cR? ] ()c—i—l)z—i-y2 <4 /\y>x2}.

A condi¢do (x+1)? 4?2 < 4 define o circulo de centro (—1,0) e raio 2, enquanto y > x2
define a regido do plano acima da pardbola de equacio y = x> sem que a curva da parabola
esteja incluida. Esta pardbola tem concavidade virada para cima e vértice em (0,0).

O dominio de f € a intersec¢do do circulo com a regido acima da referida pardbola.

2. As funcgdes componentes de F sdo

1
X,y)=y+vVx—x* e Fz(x,Y):\/m'

O dominio de ? ¢ a intersecc@o dos dominios das suas fungdes componentes,

D? = DF1 ﬂDFz.

Temos
Dp, = {(x,y) € R* |[x—x* > 0} = {(x,y) e R*| x(1 —x) >0}

D, = {5y eR|Va—1£0Axy-1>0}
= {(xy) €R*[xy—1#£0 A xy—1>0} = {(x,y) eR*|xy—1>0}

= {(xy) €R? | xy > 1}.

A parédbola y = x(1 — x) tem concavidade virada para baixo e zeros em 0 e 1. Como tal, a
condi¢do x(1 —x) > 0 é verdadeira sempre que x € [0,1] e y € R. Logo

Dr, =[0,1] xR.
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Podemos entdo considerar que x > 0. A condic¢do xy > 1 relativa a Dp, €, nesse caso, equiva-
lente ay > 1/x, sempre que x # 0. Se x = 0 entdo obtemos (a partir de xy > 1) a proposicdo
falsa 0 > 1, para qualquer y € R. Concluimos finalmente que

_ 2 1
D?—{(x,y)e]R | x€]0,1] /\y>x}.

6. A funciio f estd definida em todo o plano R?. A funcio f é continua em qualquer ponto (a,b) #
(0,0) por ser o quociente de fun¢des continuas (fungdes polinomiais), independentemente do
valor de .
A fungdo f é continua no ponto (0,0) se
im 20 -y
(13)—(0,0) X2 +y2

:a7

0
visto que f(0,0) = a. A substitui¢do de x e de y por 0 no limite conduz a indeterminagéo o

Procedemos entdo ao estudo dos limites relativos:

Sobre a recta x = 0 obtemos 5

.Y .
lim —- = lim (—y) = 0.
i

Sobre rectas y = mx que passam no ponto (0,0) também obtemos 0 qualquer que seja m:

233 —y? B 203 —m3x3 <O>_1, x3(2—m3)
= = lim

lim = lim————| = — %
x—0,y=mx X2 —I—y2 x—0 x24+m2x2 \ 0 x—0 x2 (1 + mz)

x(2—m? 0-(2—m?

) 0w
x—0 1 +m? 1 +m?

Se tentarmos aproximacio ao ponto (0,0) por parabolas verticais y = kx> com k # 0, continu-

amos a obter 0 como resultado:

) 23 —y? 23—k /0 ox (2—k3x3)
lim ———— = lim——7b—F (<) =lm—5—7>-=
x=0y—k® X2+ x—0 x2+k2x* \ 0 =0 x2 (14 k2x2)
2— k3 (2—
1 Gt N o) BN
B 140

Dado que todos os limites relativos estudados conduzem ao mesmo valor 0, hd que analisar
pela definicdo se O corresponde, de facto, ao valor do limite em estudo. Temos

Fly)—0 = |22 —o’ - R e I o R (R

]C2 +y2 )C2 +y2 — )C2 +y2 xZ +y2

3 3

Rl 2pfan_2(vERR) + (V)
- X2 +y2 - X2 +y2 — x2 +y2

3
3(\/x2+y2) 20 2) /2 2
_ _ 3y Vty =32+ < 3¢.

_x2 +y2 X2 +y2
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Esta entdo garantido que

sempre que 3¢ < §, ou seja, sempre que € < d/3. A relagdo € < d/3 mostra que a diminuigio
do & tomado implica a diminui¢éo do respectivo valor de € = € (6) = § /3. Assim, concluimos
que

lim  f(x,y) =0.
(x,y)—>(0,0)f( 2

Dado que f(0,0) = a, a fungdo f é continua em (0,0) se oo = 0. Portanto, para @ =0 a

funcdo f € continua (ou seja, € continua em todo o seu dominio).

7. Notemos que (0,0) é ponto de acumulagio de D pois

Dy ={(x,y) eR*|x*+y* < 1},

ou seja, os pontos do interior do circulo de centro (0,0) e raio 1. Temos f(0,0) =0 e hd que
verificar se também

lim x,y)=0.
(xvy)ﬁ(O,O)f( 2

A substitui¢do de x e de y por 0 conduz a
x*+y? 0

li - oy Y
(x,y)EgO,O) f&) X—>O.,ryn—>0 In(x2+y?) —eo ’

pelo que 0 € o valor do limite da fungé@o f no ponto (0,0). Logo, f é continua em (0,0) pois
também f(0,0) = 0.
8. Notemos que (0,0) € Dy = R%. Temos f(0,0) = 2. Quanto ao limite de f no ponto (0,0), a

substituicao de x e de y por 0 conduz a indeterminagdo o Procedemos entdo ao estudo dos
limites relativos. Sobre a recta y = 0 temos

: 3 : 3
lim 2 — Lim (Smf -x>:1-0:0.
X

Portanto, caso o limite exista, ele terd valor 0 # 2 = f(0,0). Tal permite concluir de imediato
que a fungdo ndo é continua na origem.

9. Temos Dy = D1 UD, sendo D; definido pelo i-ésimo ramo de defini¢do. Portanto,

Di={(xy) eR*|y—x*>0 A [|(x,y)] >2}

Dy={(x,y) eR*[1=x*=y* >0 A [|(x,y)] <2}
(x,3)| = /x> +2, obtemos

D :{(x,y)eR2 [y >0 A x2+y222}={(x,y)€R2 |y > 2 A X4y >4}

Considerando a norma euclidiana,
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D, = {(x,y)€R2|—x2—y22—1 A \/x2+y2<2}

= {()) eR P+ <1 A0S+ <4} ={(x,y) eR?|0<?+)y* < 1}.
Como tal, Dy = D1 UD,, ou seja

Dp={(x,y) eR*|y>x* A +y* >4} U{(x,y) eR*|0<x* +)* < 1},

em que D é a regido acima da pardbola y = x, sem a incluir, que estd na circunferéncia de
centro (0,0) e raio 2 e no seu exterior, enquanto D5 € o circulo de centro (0,0) e raio 1.

10. Os pontos do eixo dos xx com abcissa positiva sao pontos de acumula¢do do dominio de f, pois
Dy = R?. Consideremos pontos (x,y) — (a,0), com a > 0. Estes pontos (x,y) estdo no 1°
ou no 4° quadrantes. Entdo, dada a forma como a fun¢do f esta definida - podemos fazer
um esquema com a expressdo vélida em cada um dos quadrantes que nos ajuda a clarificar o
exercicio - € necessario calcular os limites

[1°Q] lim f,y)= lim In(xy+1)=1In(a-0+1)=0,
(x,y) = (a,0) (xy)—=(a,0)
y>0
e 2 2
© i X7y a*-0 0
[4 Q] lim X, = im — A
(x,y) = (a,0) fx3) () (@0 X2 +y2 a2 +02 a2
y<0

Como foram obtidos valores iguais (note que ndo estamos a calcular limites relativos), conclui-
mos que o limite de f nos pontos (a,0), com a > 0, existe e tem valor 0. Quanto a coninuidade,
os pontos da forma (a,0), com a > 0, tém imagem nula,

f(a,0)=In(a-0+1)=1Inl1=0.
Como também € nulo o limite de f nesses pontos, f é continua nesses pontos.
11. Notemos que (0,0) & Dy = R?\ {(0,0)} mas (0,0) ¢ ponto de acumulagdo do dominio de f.
Como tal, podemos averiguar a existéncia de limite em (0,0). A substitui¢do de x e y por 0
0
conduz a indeterminacio o Procedemos entdo ao estudo dos limites relativos. Temos entdo
. Xy . 0 .
N

logo, caso exista o limite em estudo, ele tera valor 0).
Por outro lado,

. Xy . Xxmx
lim = lim
m m

= lim

x—0 (1 —|-m2) vVx2 4+ m2x2 - (1 +m2) -0t

= o0
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sempre que m # 0. Obtemos 4o # 0 se m > 0 e —eo # 0 se m < 0, logo concluimos que
ndo existe o limite em estudo (além de que ndo existe este dltimo limite ao longo das rectas
y = mx).

N ) Notemos que o uso da definigdo com base no valor 0 "candidato” a limite, mostra
evidentemente que esse valor ndo corresponde ao limite em estudo. De facto, temos

Xy ol x|
(2 4y2) /22 +y? (X2 4+y2) y/x2 +y2
R VA S VA ks SR
22V T ()R Va2
e a aplicacdo da hipdtese \/)ﬁy2 < & apenas permite concluir que
1 1

—————
VX2+yr €
Verificamos que a sequéncia de igualdades e majoragdes (desigualdades < ou <) é
"quebrada" no final, ndo sendo possivel obter

‘f(xvy) _O| <

conforme o necessdrio para concluir existéncia de limite.

If (xy) =0 =

12. (a) Odominiode féD;=R?\{(0,0)}. A fungdo f tem limite em qualquer ponto (a,b) # (0,0)
dado pelo nimero real

(2 142 s (22
im  floy)= lim s1n(x +y)_sm(a +b)

= cR.
(xy)—(a,b) ()= (ab) X2+ y? a?+b?

E ainda possivel estudar a existéncia de limite no ponto (a,b) = (0,0) visto (0,0) ser um
ponto de acumulag¢do do dominio da funcdo. Atendendo ao limite de referéncia

inA
lim 222
A=0 A
temos, para A = x> +y?,
S22
sin (x“° +
lim f(xy)= lim %: I
(xy)—(0,0) (xy)=(0,0)  X“+y

A fung¢do f tem limite igual a 1 no ponto (0,0). Concluimos assim que a fung¢do f tem limite
em todos os pontos do plano R?.

12. (b) A funcdo f é continua em qualquer ponto (a,b) # (0,0) pois

_ _ sin (¥ +y%)  sin(a® +5?)
lim ,y)= lim =
(xy)—(ab) Jx) (ty)—(ab) X242 a? 4+ b?

= f(a,Db).

Como tal, f é continua em todos os pontos do seu dominio, Dy = R?\ {(0,0)}, e diz-se entdo
uma funcao continua.
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13. O dominio de f é

2
Dy = {(x,y)eRz\y;éO /\xy+;>0}:{(x,y)6R2|y7é0/\ xyy+x>0}

= {(x,y)€R2|y7éO/\ x(yzy—l—l)>0}.

Como y? + 1 > 0, fazem parte do dominio os pontos dos 1° e 3° quadrantes, onde x e y tém o
mesmo sinal. Assim,

Df:{(x,y)€R2|(x>0/\y>0)\/ (x<0Ay<0)}.

O ponto (2,1) é interior a Dy e tem imagem f (2,1) = +/2+2 = 2. A derivada parcial de 1*
ordem de f na varidvel x é

2+ h
24 h4+ 2
0 2+h,1)—f(2,1 V4d+2h—2 [0
a1y = mlEERD=S2D 1 i YEEERT 2 (D)
ox h—0 h h—0 h h—0 h 0

Aplicando o produto pelo conjugado de v/4 4 2h — 2 obtemos

ﬁ@ 1) = lim(m_z)(m+2)—lim(m)z_zz—umﬂ
ox ) T M h(V4+2h+2) T 0 h(VA42h+2) 0 h(VA+2h+2)

2h 2 2 1

h=0h(V/4+2h+2) h>0\/4+2h+2 A+2 2

A derivada parcial de 1* ordem de f na variavel y é

\/2(1+h)+2—2

0 2,14+h)— (2,1
dy h—0 h h—0 h
2
20+h)"+2 2420 +4h+2
= lim I+h lim 1+h _
0 h ) h
VAT+ 202+ 4h
V1+h VA+ 212 +4h—2\/1+h

h—0 h h—0 hW1l+h

Também por aplicagio de produto pelo conjugado de /4 + 242 +4h — 2+/1 + h obtemos
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== (2,1) = lim

(\/4+2h2+4h—2\/1+h) <\/4—|—2h2 +4h+2\/1+h)

dy h—0 h/1+h (\/4+2h2 +4h+2\/1+h>

(\/4+ 202 +4h)2 — (2vT5h)’
= lim
=0 /T h (\/4+2h2+2h+2\/1 +h>

B 44202 +4h—4(1+h)
= m
h—’oh\/1+h(\/4+2h2+4h+2\/1+h)

. 2h?
= lim
N <\/4+2h2+4h+2\/1 +h>
2%

0
=0.

}HO\/I+h<\/4+2h2+2h+2\/1+h> 1

-(\/1+2>

14. Temos Dy = IR?. No ponto (0,0) a fungio f é dada por imposicdo, logo o célculo das derivadas

parciais nesse ponto terd de ser feito pela definicdo. Assim,

300 0 0
af . f(0+h70)_f(070) . h4+0_ ﬁ_ 0
. dx (0,0) i) h i) h =0  h oo T 0
3.0-h2 0 0
J h) — 0LA v
9 (0,0 = lim 200+ =F(0.0) . 0+h —iim 2 _gim o
dy h—0 h h—0 h—0 h h—0 h

15. Temos Dy = R2. O ponto (—2,—2) verifica a condigdo x = y logo é necessario que as derivadas

parciais pedidas sejam calculadas por defini¢do. Temos entio

(—2+m)(=2)
gi(_zj_z) _ }l%f(—2+h7—2i)l—f(—2,—2)  lim (—2+h)2;(—2)2
4—2h 4 —2h—4h% + 16h .
— 2_ 4—4h2 4+ 14h
= i = fim A i
4—4h*+14h 4

oo (h—4 K (—4).00
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(=2)(=2+h)
iy R— ] _ -2 -2 N2 2
%(_2’_2) _ limf( ) +h) f( > ) — lim ( 2) ( 2+h)
dy h—0 h h—0 h
4—2h 4 —2h+4h* —16h
L —htdh ah—i? 44k —18h
h0 I ho0 h o0 (4h—R2)h

. 4+4h>—18h 4
= lim =
h—0 (4 —h)h? 4.0t

16. A fungio f estd definida em todo o plano R?. Para (x,y) # (0,0) temos

27 () = fexp ()], = (1)L exp (1) = yexp (1),

d
No ponto (0,0) a fungdo f € dada por imposicao, logo o cdlculo da derivada parcial a—f (0,0)
X

s6 pode ser feito pela defini¢do. Assim,

90,0 = tm OTRO=FO0 _y, exp(h0) =3, exp0=3

dx h—0 h h—0 h h—0  h
- lim — = lim —=
hl—% h hlg(l) h

Este limite resulta em +o quando 4 — 0™, e em —e quando & — 07, logo ndo existe a
derivada parcial de 1* ordem de f na varidvel x na origem. Concluimos entdo que a funcio
d

a—j: (x,y) tem por dominio

Dy =R\ {(0,0)} < D;

e € definida por

d
< (1) = vexp (o).

Quanto a derivada parcial de 1* ordem de f na varidvel y em (x,y) # (0,0), temos

3;‘ (5.9) = (exp (1)), = (), exp (xy) = xexp (x3) .

d
No ponto (0,0) a fungéo f é dada por imposicdo logo o cdlculo da derivada parcial a—f (0,0)
x

s6 pode ser feito pela definicdo. Assim,

5 0,0y = 1im [ QOEWN SO0 _ i exp@m=3

dy h—0 h h—0 h =0  h

exp0—3

= lim —— = lim —
h—0 h h—0 h
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Este limite resulta em +oo quando 4 — 0~ e em —oo quando & — 07, logo ndo existe a derivada
d
parcial de 1? ordem de f na varidvel y na origem. Concluimos entdo que a fungéo a—f (x,)
y
tem por dominio

D% = Rz\{(0,0)} C Df

e € definida por

31; (x,y) = xexp (xy).

17. Temos Dy = R2. O ponto (0,0) verifica a condigio y = —x? logo as derivadas parciaias pedidas

s6 podem ser calculadas por defini¢do. Temos
h?sin0+Osinh ]

8x( 0) hIB?) h hlgg) h
0
= limﬁil—lim;—lim_—1
50 0 b =0 h

Este limite resulta em +oo quando 7 — 0~ e em —oo quando & — 0T, logo nio existe a derivada
parcial de f na varidvel x na origem. O mesmo ¢ valido para a derivada parcial de f na varidvel
y na origem, pois

0sink + h%sin0 1
8y(0’0) B0 h ho h
0
——1
o h o 0=1 1
= T T hm e = hm e

Dado que ndo existem as derivadas parciais de f na origem, a funcio néo é diferencidvel neste
ponto (bastaria ndo existir uma delas).

18. A funcio f estd definida em todo o plano R?. Dado que no ponto (0,0) a funcdo é dada "por
imposicao”, a derivada parcial neste ponto apenas pode ser calculada através da defini¢ao,

sinh? )
af . f(h,0)—f(0,0) . T2 . (sink® 2
—(0,0) = lim ——————"~* = lim ——— =1 X )=1—c0o= —oo,
5y (00) = fim h 0 h mo\ # h
) af : o .
No célculo de a—( 1,0) podemos aplicar as regras de derivagdo, considerando xcomo uma
y
constante,
3y? (x +y?) cos (x* +y*) —2ysin (x* +y?) 0 0
2 _ - =
(2 +57) 1o |

(embora obviamente o cdlculo pela defini¢ao se possa sempre considerar).

Dado que pelo menos uma das derivadas parciais em (0,0) ndo tem valor finito, a fungdo f
ndo é diferencidvel em (0,0). Alids ja no Exercicio 8 se tinha concluido que f ndo é continua
em (0,0), ndo podendo portanto ser diferencidvel nesse ponto.
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19. A funcio f estd definida em todo o plano R2. O célculo da derivada parcial de 12 ordem na
varidvel x no ponto (0,0) sé podera ser feito por definigdo, visto que a fungdo é definida "por
imposi¢ao" neste ponto,

0

f 0oy i SO =F0.0) 20 0

9 (0:0) = Jim === = i T — = Jim = im0 =0,
A fungdo f € diferencidvel em (0,0) se

im S0, EBE
(hk)—(0,0) || (A, k)||  (hk)—(0,0) VA2 + K2
em que
d d
e(h k) = £(0+h,0+k) — £(0,0)—h- 2L 0,00~ k- 2L (0,0).
dx dy
A expresséo de g(h,k) é apenas
hk? hk?
k)= 0—h-0—k0= 5
8(7 ) h2—|—k2 h2+k25
af o . :
dado que £(0,0) =0, 5 (0,0) = 0 e também é nula a derivada parcial
0 0

af _ o SO - f0,0) o2t 0

gy (0:0) = Jim === = lim B — = Jim = im0 =0,
Vamos averiguar se € nulo o limite

hi?
h,k 22 hk?

Iim ——== = lim .
(hK)=(00) Vh2 + k% (hk)=(00) VI + k> (k)=(00) VVh? +k* (h* +k?)

A substituic@o de & e de k por 0 conduz a indeterminagdo %, pelo que vamos calcular alguns
limites relativos. Sobre a recta k = 0 obtemos o resultado 0, o que ndo permite concluir que
o limite em estudo é 0. Sobre rectas k = mh, que passam no ponto (0,0), temos os limites

direccionais
. e(h,k) _ hi? . hm?h?
lim = lim = lim
(hi=(0.0) (&)l [0 VIZE K (W24 K2) =0 2+ mPh2 (h? + m2h?)
—m =

. hm? m? . h
lim = lim —.
=0 |A|VT+m2(1+m?)  V1+m2(1+m2) =0 |h|
Os limites direccionais dependem do declive m tomado, ndo conduzindo necessariamente ao
valor 0, pois

i =1
poo |
© h
Iim — = —1.
B0 |

Como tal, f ndo é diferencidvel no ponto (0,0).
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20. (a) A funcio f € diferencidvel em todos os pontos do seu dominio Dy = IR? por ser uma fungdo
polinomial.

Para determinar a expressdo geral do diferencial de f, consideremos um ponto genérico (x,y).
Para os acréscimos dx e dy das varidveis x e y, temos

d d
4f (53) = dx- 5 (5.3) +dy- 5 (e = de(2w) +y (7 =3).
atendendo a que as derivadas parciais de f de primeira ordem sdo
of of 2

e (r,y)=2xy e Iy (x,y) =x"=3.

20. (b) A fungio f é diferencidvel no ponto (4,3) visto ser diferencidvel em todo o seu dominio R
Dado que dx = —0.01 e dy = 0.02, 0 acréscimo Af no ponto (4,3) é
Af(4,3) = f(4+dx,3+dy)—f(4,3)=f(4+(-0.01),340.02) — f(4,3)

= £(3.99,3.02) — f(4,3) = (3.99)*-3.02 - 3-3.02 — (4.3 -3.3)

= 0.018702,
e o diferencial df no ponto (4,3) é
B of of 3 of af
Af(43) = du g0 (43)+dy G (43) = (-0.01): 51 (4,3)+0.02: 5-(4,3)

= (—001) . (ny) ’(4’3) +0.02- (x2 - 3) ‘(4,3)

= (—0.01)-(2-4-3)+0.02- (4> —3) = 0.02.
O valor obtido para d f (4,3) é uma boa aproximag@o do acréscimo Af (4,3) porque a fungéo

f é diferencidvel no ponto (4,3).

20. (c¢) Recorremos ao diferencial de f no ponto (1,2), onde f é diferencidvel, considerando os
acréscimos dx = 0.03 e dy = —0.01,

£(1.03,1.99) = £(1,2) +df(1,2).

Assim,

F(1.03,1.99) = f(1,2)+df(1,2)=—-4+df(1,2) = —4+dx-gz:(1,2)+dy-g§j(l,2)
_ af af
= —4+0.03-$(1,2)+(—0.01)-a—y(l,Z)

= —4+40.03-(2:1-2)+(-0.01)- (1> —3) = —3.86.
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22. A funcio f estd definida em todo o plano R?. Sendo f uma funcdo diferencidvel em todo o seu
dominio, por ser a soma de fun¢des diferencidveis (notemos que z = sin (xy) € diferencidvel
por ser a funcio composta de fun¢des diferencidveis), em particular f é diferencidvel no ponto
(a,b) = (0,0). Como tal, o cdlculo da derivada direcional de f no ponto (0,0) segundo o
vector vV = (1,—1) pode ser efectuado pelo produto interno

d d
oy (©0.0) = (1 =Dlgrads 0.0) = 1- 5 0.0+ (-1)- 5 0.0).

Calculando as derivadas parciais necessdrias,

af

. /
E (0,0) = (sin(xy) +xy? +3x)x -0 = (ycos (xy) +y +3)‘ 0= 3
e =0
af . 2 /
3y (0,0) = (sin(xy)+xy +3x)y‘;:8 = (xcos (xy) +2xy)|x z8 0,
obtemos
af af
/ — —_— J—
f(lv_l)(0,0)—La(0,0)—F( 1)- 8y(0 ,00=1-34+(-1)-0=3.
Em alternativa, atendendo a que o vector V= (1,—1) faz o 4ngulo de @ = —45° (ou o’ =

225°) com a parte positiva do eixo dos xx e tem norma

VI =11(L, =Dl =/ 12+ (-1)* = V2,
a derivada direccional f(’ 1.-1)(0,0) € o valor dado por

‘3?: (0,0) + sin (—45°) - V/2-

J
fio1(0,0) = cos(—45°)-v2- 81;(0,0)
= \f~xf2-3+‘f~f2.o:1.3+1-0:3.

através dos cosenos diretores do vector (1,—1). Para obter a derivada dirigida no mesmo
ponto (0,0) e segundo a mesma direciio e sentido h que tomar o vector versor de Vv = (1,—1)
dado por

e v L gL L
V)=V =5 () (ﬁ’ ﬁ)'

Quanto a derivada dirigida, ela é dada pelo produto interno

T @0 = (5

()2
V2 v2) V2
23. A fungio real f tem por dominio todo o plano R x R\ {0}. O vector gradiente de f no ponto
(0,1) é dado por

grad £(0,0) = é.‘;f(o,ow <—\2> -3’;(0,0)

wradr 0.0 = (5 00,5 0).
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gﬁ(o,l) = [y <sin; —x}{cosi)]

Dado que

=0
0,1)

—
temos gradf (0,1) = (0,0).
Para calcular a derivada dirigida de f no ponto (0, 1) segundo o vector V= (i %) ha que

averiguar se o vector V= (?, %) tem norma 1. De facto,

2 2
(YT

A fungdo f é diferencidvel em todo o seu dominio por ser o produto de fungdes diferencidveis
(notemos que z = sin (x/y) é diferencidvel por ser a fun¢do composta de fungdes diferencidveis
nos pontos de Dy), em particular no ponto (0, 1). Como tal, o cédlculo da derivada dirigida de
f segundo o vector v pode ser efectuado pelo produto interno

o0 = f @)= (f ;) gradron =" 0n+1 Lo
V3 1
= 04 5-0=0.

24. A funcio f tem por dominio todo o plano R?. Para determinar a derivada dirigida de f no ponto
(0,3) na direcéo que faz um angulo de 120° com a parte positiva do eixo dos xx, notemos f é
diferencidvel em todo o seu dominio por ser o produto de fun¢des diferencidveis, em particular
no ponto (a,b) = (0,3). Como tal, o cilculo da derivada dirigida de f no ponto (0,3) segundo
qualquer vector V= (vi,v2) (de norma 1) pode ser efectuado pela férmula

af of

f5(0,3) = f{,, 1) (0,3) = cos ax- 3 (0,3)+sina - 3 (0,3)

em que & é o angulo que o vector V faz com a parte positiva do eixo dos xx. Temos

of
5 (0.3) = (rexpa) g = (vexpr)lg=3-1=3
€ af
0 3 ! == x=0— 1.
5y 03 = Gexpa) |y = (expol,g

Se 120° € o angulo que o vector V faz com a parte positiva do eixo dos xx entdo a derivada
dirigida f%; (0,3) € dada por
of 1 V3

(8] 8f . ()
F3(0.3) = £y, (0.3) = cos120°- 5°(0,3) +-sin 120°-

V3-3
I
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Notemos que as coordenadas do vector unitério V sdo facilmente obtidas,

1
V = (cos 120°,sin 120°) = <_2,\f> _

25. A funcdo f tem por dominio todo o plano R?. Para determinar o vector v para o qual a derivada
dirigida de f é dada pela expressio fZ,(x,y) = sin? (x) 4 x%, comecemos por notar que f é
diferencidvel em todo o seu dominio por ser a soma de funcdes diferencidveis (notemos que
z=ysin®x = ysinxsinx é diferencidvel por ser o produto de de fungdes diferencidveis). Como
tal, a fim de encontrar o vector unitdrio v = (cosa,sinc) tal que fo(xy) = sin®x + x2,
podemos considerar o cdlculo da derivada dirigida através pela do produto interno

af . df
/ — - —_— [ —
f5(x,y) = cosa B (x,y) +sina R (x,y),

em que « € o angulo que o vector V faz com a parte positiva do eixo dos xx. Temos entdo
f5(x,y) = cos & - (ysinxcosx+ 2xy) +sin et - (sin® x +x7).

Resolvendo entdo a equagdo
sin® x4+ x? = (ysinxcosx + 2xy) cos & + (sin® x4+ x?) sina,

verificamos que existe uma solugdo para cos ¢ = O Asino = 1. O angulo & que verifica esta
conjungdo de condigdes é @ = /2. O vector procurado é entdo

V = (cosa,sine) = (cosg,sing) =(0,1).

Poderiamos ter chegado 2 mesma conclusio atendendo a que

. . ;o df
sin®x +x% = (ysm2 (x) —l—xzy)y _ aiy (x,y) = f(lo,l)(x7y>v

a derivada parcial em ordem em y (em que se considera x como constante).
Para calcular a derivada de ordem 5 da funcdo g(x) = sin®x +x2, aplicamos sucessivamente
as regras de derivagdo,

dg
dx

(x) = g'(x) = 2sinxcosx + 2x = sin(2x) + 2x,
—(x) = g"(x) = [sin(2x) +2x]" = 2cos(2x) + 2,

—2(x) = g" (x) = [2cos(2x) +2]' = —4sin(2x),

—°(x) = gW(x) = [~4sin(2x)) = —8cos(2x)
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e
dg
dx>
A fungdo trigonométrica y = sin”x e a fungio polinomial w = x* tém derivadas continuas de
todas as ordens. Como tal a fungio g(x) = sin?x+ x? tem derivadas continuas de todas as
ordens e, por isso, podemos afirmar que g € uma funcéo de classe C*.

(x) = g% (x) = [-8cos(2x)] = 16sin(2x).

2

27. Podemos considerar um esquema auxiliar em "drvore". Pela regra de derivacdo da funcio
composta (ou regra da cadeia), obtemos

) L A OF (xdu oxdv\ oF (avdu  ovas
ds dx \duds Odvds dy \duds dvds

= (24x+2By) (v-25+u) + (2Bx+2Cy) <1142s+ (_2\1/;»

2s 1
= (2Ax+2By)(2vs+u)+ (2Bx+2Cy) <M - M) .
Questoes de resposta rapida

1. (1° Teste Auto-Avaliacao 2016) Proceda a todas as correspondéncias corretas entre os ele-
mentos A1-A7 ¢ B1-B7.

Al f(x,y) =x+y—+/16 —x* —y?

A2 f(xy) = 16":;_y2
A3 flry) = oo

Ad fx) = et
A5 f(xy) = ——2

V16 +x2 +y?

A6 f(x,y)=x+y—In(x+y—16)
x+y
A7 f(x,y) = —F————
(x.7) V16 —x% —y?
B1 Dy € todo o plano R2.
B2 Dy € o semiplano inferior a reta de equagido y = 16 —x.
B3 Dy € todo o plano R? exceptuando a reta de equagio y = 16 — x.
B4 Dy ¢ o interior do circulo de centro (0,0) e raio 4.
B5 Dy ¢ o circulo de centro (0,0) e raio 4.
B6 Dy € todo o plano R? exceptuando a circunferéncia de centro (0,0) e raio 4.

B7 Dy € o semiplano superior a reta de equagdo y = 16 — x.
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2. (1° Teste Auto-Avaliacao 2016) Construa 4 proposi¢des verdadeiras ligando cada elemento

C1-C4 a um elemento D1-D4.

C1 E falso afirmar que

C2 A curva de nivel da fungio f(x,y) = x*>+y*> —3 para K = 1 e da funcio g(x,y) =
2—x>—y’paraK = -2

C3 E verdadeiro afirmar que

C4 Para K = 2 a curva de nivel das fungdes f(x,y) = x> +y*+2e g(x,y) =2 —x> —y?

D1 as fungdes f(x,y) = x> +y> —2 e g(x,y) = 4 — x> — y? t8ém a mesma curva de nivel em

K=1.
D2 as fungdes f(x,y) = x> +y> —2 e g(x,y) = 2 — x> — y? tém a mesma curva de nivel em
K=1.

D3 ¢ a circunferéncia (sobre o plano z = 0) definida por x> +y? = 4.

D4 ¢é a mesma, constituida por um tnico ponto, a origem.

. (1° Teste Auto-Avaliacao 2016) Considere o seguinte diagrama de curvas de nivel de uma

certa funcao f.

/‘ -‘ " '
/ /
-2 6 8
' ~ 10
, \ ~12"
| I3 | o

7T T/} [/ N/ 3 ~18~ X
[ [ L ' B
| Ji I | ; L‘ / / _ } l

(a) Com base do diagrama, estime o valor das derivadas

af af _
g(_173) e aiy(_173)a

(b) Represente no diagrama uma estimativa do vector gradiente 5/ f(—1,3).

4. (1° Teste Auto-Avaliacdo 2016) Seja f : R?\ {(0,0)} — R tal que lim(, ) (0,0) f (x,y) = 0.

Seja ainda g : R? — R definida por

{Fy), () #(0.0)
g("’”‘{ 2. () = (0.0)

Quais (ou qual) as afirmagdes que sdo necessariamente verdadeiras?

E1 g é continua em (0,0) (i.e, é o prolongamento por continuidade da fungio f).
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E2 ao contrério de g, f é continua em (0,0).
E3 g ndo tem limite em (0,0).
E4 g tem limite em (0,0), de valor 2.

E5 f e g tém o mesmo limite em (0,0), de valor 0.

5. (1° Teste Auto-Avaliagio 2016) Dada f : R?\ {(0,1)} — R, seja

S fxy), (x,y) #(0,1)
g<x’y>‘{ 3 () = (0.1)

Sabendo que g € continua, quais (ou qual) as afirmacdes que sdo necessariamente ver-
dadadeiras?

(x,y) 7 lim(y ) 0,1) £ (%, ¥)-

6. (1° Teste Auto-Avaliacdo 2016) Seja f : R> — R. Quais (ou qual) as afirmacdes que sdo
necessariamente verdadeiras?
G1 Selim, 0, f(x,y) =5 e lim,_,0,,—3. f(x,y) = 15 entdo f ndo tem limite em (0,0).
G2 Se limy 0, f(x,y) =5 e lim,_,0,,—3. f(x,y) = 5 entdo a funcdo f tem limite em (0,0).
G3 Se afuncdo f tem limite em (0,0) e lim,_, y—y f(x,y) = 5 entdo lim,_,0 y—3. f(x,y) = 5.
G4 Se lim,_,0y—, f(x,y) = 0 e lim,_,0 y—3, f(x,y) = 0 entdo a fungdo f tem limite em (0,0).

7. (1° Teste Auto-Avaliacio 2016) Considere a fungio f(x,y) = xcos(xy) e o vetor (vi,v;) €
R\ {(0,0)}.
(a) Qual a expressdo da derivada de f no ponto (1,7) segundo a direcdo do vector (vi,v)?

(b) Qual a taxa de variagdo instantinea (derivada dirigida) de f no ponto (1, ) segundo a
diregdo do vector (vy,v2)?

(c) Qual o vector (v,v;) segundo o qual a taxa de varia¢do instantanea de f num ponto
(a,b) é igual a —a’®sin(ab)?

(d) Qual o vector (v, v;) que garante o maior aumento da fungdo f a partir do ponto (1,7)?
8. (1° Teste Auto-Avaliaciio 2016) Seja f : R> — R uma fungio continua, tal que f(0,1) =3 e

If v, 9f
S (0.1)=2= a—y(0,1).

Quais (ou qual) das seguintes afirmagdes sdo necessariamente verdadeiras?

fo)=3-2x-20-1)
Vo1

H1 Se lim, ) (0,1 = 0 entdo f € diferencidvel em (0, 1).
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10.

H2 A fungéo f é diferencidvel em (0, 1).

H3 Se a fungdo f € diferenciavel em (0, 1) entdo o plano z =3 +2x+2(y — 1) é tangente ao
seu gréfico no ponto (0,1, £(0,1)).

H3 A equac@o do plano tangente ao grifico de f no ponto (0,1, f(0,1)) éz=3+2x+2(y—1).

(1° Teste Auto-Avaliacio 2016) Seja f : R? — R uma fungio diferencidvel no ponto (1,2).
Sabendo que f(1,2) = —4, %(1,2) =4e ‘3—’;(1,2) = —2, determine um valor aproximado
para a imagem f(—0.9,2.2).

(1° Teste Auto-Avaliaciao 2016) Seja f = f(x,y) = Su+2uv —v em que
u="6x+4 e v=sin(y)+ x>y +exp(y).

Determine a derivada parcial % (1,0).
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